Fizika 1 — Mechanika orai feladatok megoldasa 3. hét

Hajitas — Osszefoglalas
A testre allandd er6 hat, igy a gyorsuldsa dllandé: a = F/m = konst.,, méghozzd a=g.

Mutasson a koordinatarendszeriink z tengelye az erével ellentétes irdnyba: F/m =-gk, igyha
a test a t=0 -ban az ro pontbdl indul vq sebességgel:

a=-gk=v = v{)=vo—-gtk=r = r({t)=ro+vot —¥gt?k.

Forgassuk ugy a koordinatarendszeriinket a z tengely korul agy, hogy a vo kezd6sebességnek csak
X és z iranyu komponense legyen:

Vo = Vox 1 + voz k = vo cosa i + vo sina k
ahol a a kezdGsebességnek a vizszintessel bezart szoge;
ezzel a test sebessége:
v(t) =vo cosai+ (vosina —gt) k,
vagyis vx=vocosa, vy =0, vz(t) =vosina — gt.
A test helyvektora, ha az rg = xg i + yoj + zo k pontbdl indult:
r(t) = (xo + (vocosa)-t) i+ yoj+ (zo + (vosina)-t — ¥2gt?) k
Ha lehet Ugy valasztani, legyen ro =0, ezzel
r(t) = (vo cosa)-ti+ ((vo sina)-t — Y2gt?) k,
vagyis x(t) = (vocosa)-t, y(t) =0, z(t) = (vosina)-t—Yzgt?.

A hajitds palyaja:

X(t) = (vocosa)t = t=x/(vocosQ),

z(t) = (vosina)-t— % g t?, amibe t-t behelyettesitve

g 2

z(x) = tgo - X — 2(vg cos0)? x“, a palya tehat parabola.

A hajitds magassaga: h = Zmax, azaz amikor dz/dt = v, = 0:

vosind —gth =0 = tyn = vosina/gidbben éri el a pdlya legfels6 pontjat

Vo sina 1 (vo sinoc)2 _ (vo sina)?

= h=1z(th) = v, sina- > . 2

(Vagy kiszamolhaté a pdlyabdl, a dz/dx=0 feltételbdl.)

A hajitas tavolsaga: azonos z induldsi és érkezési magassag esetén! d = x(tq), ahol z(tq) = 0:

Vo sina

(vosino)-t-%gt?2=0 = tg=2 = 2 tn (mivel a palya szimmetrikus)

. 2 .
Vo SIna v sin2a
= d = x(td) = v, cosa.-2 °g =2 .

(Vagy kiszamolhaté a pdlya egyenletébdl: z(x) = 0.)
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3/1. Egy fligg6legesen feldobott k6 sebessége 2 s milva 4 m/s ...

a) ... felfelé,

b) ... lefelé.

Mekkora volt a kezdGsebesség, és milyen maximalis magassagot ért el?

MO.

(prébaljunk elszakadni attdl, hogy kiilon irjuk fel a felfelé ill. a lefelé haladé mozgast!)
vz(t) = vo sind — gt =vo — gt

v és vo pozitiv, ha felfelé mutat, ill. negativ, ha lefelé.

vz(2)=vo-g2=vo-20 - vo=vy(2)+g2=v,(2)+20 [m/s]

a) v2(2)=4m/s vo=24m/s és h=vo?/(2g)=288m

b) v.(2)=-4m/s vo=16m/s és h=128m

3/2. 3,2 m magasrodl eldobunk egy kovet vo = 2,8 m/s kezdGsebességgel, a vizszinteshez képest
felfelé 26°-0s szoggel.

a) Hol van a k6 0,1 s mulva?

b) Adjuk meg a test sebességének komponenseit 0,5 s-mal az elhajitas utan!

¢) Mikor ér a k6 vissza ugyanabba a magassagba, amilyen magasrél eldobtuk? Mekkora, milyen
iranyu ekkor a sebessége? Milyen tavol van ekkor az eldobas helyétél?

d) Mikor és hol ér foldet a k6? Mekkora sebességgel, milyen irdnyban csapddik be?

MO.

Vox = 2,8:c0526° = 2,517 m/s, Vg, =2,85in26°=1,227 m/s.

Legyenek a kiinduldsi pont koordinataixg =0, yo=0, zg = 3,2 m.

a) x(t) = Vet = Vorta : x(0,1) =2,517[0,1=0,2517 m,

2(t)=zp+ Vo, ta—% 8 t.>:  z(0,1)=3,2 +1,227[0,1 - 500,1%>= 3,273 m (7,3 cm-rel magasabban).
b) v, =voy = konst.=2,517 m/s, v, =Vq, — gty =1,227 — 5= -3,773 m/s (mar lefelé megy).

c) Visszaér az eredeti magassagra: zp+ Vo, tc—% g tl=zp > t.= 2Vo,/g = 0,2455 s alatt.
Eddigre vizszintesen x(tc) = vytc = Vostc = 0,6178 m-tesz meg, ilyen tavol van a kiindulasi ponttadl.
vy = konst.; v, = vg, — gt = Vo, — g[[RVo,/8) = —Vo,, Vagyis a sebességének fliggbleges komponense
ugyanakkora, mint a kezd6sebességé volt, csak most lefelé mutat: v,(tc) =—vo, = —1,227 m/s.

A sebesség nagysaga tehat most is 2,8 m/s, és a vizszintessel most is 26°-0s szoget zar be, de most
lefelé, azaz —26°-ot.

d) Foldet érés: zg+vp, tg—% g ts?=0 ,azaz 3,2+ 1,227 t4— 5t=0 > ty= 0,9321 s alatt.
Eddigre vizszintesen x(tq) = Vytg = Voxtq = 2,346 m-t tesz meg.

vy = konst.; v,(tg) = Vo, — gty = —8,094 m/s. A sebesség nagysaga tehat v(ty) = 8,476 m/s,

a vizszintessel bezart szoge arc tg (—8,094/2,517) =-72,73°.

3/3. Béni all az emeleti erkélyen. Abban a pillanatban, amikor Frédi kilép az utcara, Béni vy =2 m/s
sebességgel elhajit egy hdgolydt. Frédi sebessége vi = 1 m/s.

a) Milyen o szogben kell elhajitania, hogy a hogolyo Frédi fejére essék?

b) Mennyi id6 mulva taldlja el?

c) A kaputdl milyen tavolsagra talalja el?
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d) Frédi felmegy az utca masik oldalan 1évé haz erkélyére és megcélozza a vele egy magassagban

|évé baratjat. Béni megijed, az elhajitas pillanatdban leugrik az erkélyrdl (szabadesésnek vegyiik!).
Mi torténik, ha Frédi vy’ = 20 m/s kezd6sebességgel vizszintesen hajitott?

e) Mekkora minimalis vo* kezd&sebességgel kell Frédinek vizszintesen hajitania, hogy még éppen
eltaldlja Bénit?

Vo Vo
a —

0
1B

h=5 m)
1,5m j & VE
— — —
10 m
MO.

A hogolyd akkor esik Béni fejére, amikor a hégolyo és Frédi fejének helyvektora megegyezik.
Frédi fejének magassagat vegyiik z = 0 -nak (1,5 m-rel a jarda folott);
Frédi fejének vizszintes komponense xp =vr [t =1t
(x=0 a kapundl van és az x tengely arra mutat, amerre Frédi megy);
a hégolyd vizszintes komponense xn = (voldosa) [t = (2[dosQ) [&;
a hogolyé fliiggbleges komponense zn = h + (voldina) [ - %2 gt2 =5+ (2[dina) [t -5 t2.

a) A vizszintes komponensek (xr = xn) egyenlGségébdl

cosa =1, o = +60°. (Vegylk észre, hogy a hégolyé mindig Frédi feje folott van!)

A vizszinteshez képest 60°-0s szogben kell eldobnia akar ferdén felfelé, akar ferdén lefelé.
b) A fliigg6leges komponensek egyenlGségébdl:

54 (26in 60°) t1r -5t =0 = t1r=1,188s, hafelfelé, ill.

5-(2Hin 60°) tu-5t12=0 = tn=0,8417 s, ha lefelé dobja.

c) Barmelyik vizszintes elmozduldsbdl xFp = xp = 1t = 1,188 m ill. x=0,8417 m.

d) Most Béni fejének és a masik hdgolyonak a helyvektorat kell felirni:

Bénifeje:xg=0, zg=h- % gtZ=5-5t

a masodik hégolyd: xn2=d-vo't=10-20t, znp=h- Y% gt?2=>5-5¢t2

Ekkor tehat Béni feje és a hdgolyd mindig egy magassagban van — a kérdés tehat az, hogy
vizszintesen atér-e a hégolyo Béni fejéhez, miel6tt leesnének a z = 0-ra:

5-5t2=0 = t;=1s alattesnekle,

de xn2=10-20t3 =0 = t3=0,5salatt a hogolyé mar eléri Béni fejét

és eltaldlja zp = zn2 =5 - 5t32 = 3,75 m magassagban.

e) Ahhoz, hogy maximum t2 = 1 s alatt xn2 =d - vo™ t2 = 0 legyen, vo* = 10 m/s.
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3/4. 360 km/h vizszintes sebesség(i, magasan repul reptilégéprél kiejtenek egy targyat.
Milyen kezd6sebességgel kell 10 s-mal kés6bb egy masik targyat utdna dobni, hogy az elsé targy
kiesése utan 14 s-mal talalja el a kiejtett targyat?

MO.
A repll6 sebessége v = 360 km/h =100 m/s.
Vegyik fel az x tengelyt abba az irdnyba, amerre a gép repdl.

Az els6 test helyvektora ri(t)=ro+viti-%gt?k=ro+100ti-5t2k.

A testek a gép elhagydsa utdn megtartjdk a vizszintes sebességiiket. A vizszintes sebesség nem
valtozik, mivel a kozegellenallas elhanyagolhato, tehat vizszintes irdnyu eré nem hat a testekre.

Az els6 test tehat mindig a repllégép alatt van. Ez azt jelenti, hogy a masodik testet fligg6leges
kezdBsebességgel kell kihajitani a géprol.

A masodik testet 10 s-mal kés6bb dobjak ki, ezért a fliggéleges komponensében szerepld id6 t—10:

r2(t) =ro+ vrti+ [v(t-10) - %2g(t-10)?] k=ro + 100 ti + [v(t-10) - 5(t-10)?] k.
Mivel r1(14) =r2(14), azaz z1(14) = z2(14): -5042=v[4-5[4?2 = v=-225m/s.

3/5. Két ferde hajitas kezdGsebességének nagysaga és a hajitas tavolsaga azonos. Az egyik hajitas
maximalis magassaga a masik négyszerese. Szamitsuk ki a hajitasi id6k aranyat!

MO.

A kezdGsebességek megegyeznek: vo1 = voz, a hajitds szoge a. ill. a,.

A két hajitas tavolsaga megegyezik:

di =vo1?sin 2a1 /g = d2 = vo22 sin 202 /g = sin201=sin20; [1]

A maximalis magassagok aranya 1:4 :

h1 = vo12sin201/(2g) = 4h2 = 4[Mo22sin202/(2g) = sin201 = 4sin202; = sind;= 2sin0z [2]

vog1Sinag
, <. thl _ g _ Sina1 , _
A kérdés: ey PO = sinos (felhasznalva, hogy vo1 = vo2).
g

th1 _ Sing

Mivel a [2] egyenletbdl sin0; = 2 sind; = = 2 a hajitdasi id6k aranya.

tha sina,
Bar nem volt kérdés, de az [1] egyenletbdl kiindulva meghatarozhaté a két hajitds szoge is:
sin2a; =sin20; = 20:1=180°-20; = 02=90°-01 = sindz =sin(90°-01) = cos1
Felhasznalva, hogy T _ o, IRa _ A _ tgoy =2 = 01=63,43° 0,=26,57°.

sinay ' sinay,  cosag
[Vagy: sinZ201 = 2sin0icos01 = sin20z = 2sin0zcos0; = 2cos01= cos0z = ... ]

Gyakorlé feladatok a zarthelyire:

3/6. Milyen sz0g alatt kell vizszintes terepen elhajitani egy testet, hogy a hajitasi magassag
megegyezzen a hajitasi tavolsaggal?

MO.
h=d: wvo?sin?a /(2g) = ve?sin20/g = 2sin2a=sin?0 = tga=4 = a=76°
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3/7. h = 40 m magas torony tetejérdl 45°-os szog alatt (folfelé) elhajitanak egy testet vo = 40 m/s
kezdGsebességgel. Mekkora a tavolsag a kiindulasi és foldre érkezési pont kozott?

MO. A test helyvektoranak
fuggbleges komponense z(t) =h + (vo sina) - Ygt? = 40 — (40[Hin45°) [ - 5[,
foldet éréskorz(t) =0 = t'=6,83s;
vizszintes komponense: x(t) = (vo cosa) = (40[dos 45°)[H,
foldet éréskor x(t) =193,1m.
A tavolsag a kiindulasi és foldet érési pont kozott d = /40? +1931° =1972m
(Nem a ,hajitas tavolsaga” képlet alkalmazandd, mivel a kiindul3si és a foldet érési pont nem
azonos magassagon van.)

3/8. 7920 m magassagban allandd, 960 km/h vizszintes sebességgel haladd reptilégéprél leesett
az egyik ajtd. Szupermen is azon a repulégépen utazott, de éppen aludt. 10 s-ig tartott, amig
felébresztették és elmondtak neki, mi tortént. Ekkor azonnal (0 s alatt) odaszaladt az ajté helyén
tatongo lyukhoz és ...

a) ... flggéblegesen lefelé vy kezdGsebességgel elrugaszkodva utana ugrott az ajténak.

Mekkora kezdGsebességgel ugrott ki Szupermen, ha 3 s alatt érte utol az ajtot?

b) ... zérus kezdGsebességgel, de kiilonleges képességeit felhaszndlva allandé nagysagu,
flggébleges gyorsulassal indult az ajté utan (ez a gyorsulds hozzdadddik a nehézségi er6bdl ered6
gyorsulasahoz). Legalabb mekkoranak kellett lenni ennek a gyorsuldsnak, hogy még a levegSben
elérje az ajtot?

A g értékét vegyik 9,9 m/s*-nek, a légellenéllast hanyagoljuk el.

MO. Ha a légellenadllast elhanyagolhatjuk, akkor a leesett ajtéra nem hat vizszintes iranyu er6,
megtartja a replil6gép sebességével megegyezl vizszintes sebességkomponensét, mindig a
replilégép alatt lesz. A feladat megoldasahoz elég a z koordinatat felirni.

a) 10+3salattazajtés = %-9,9-132 = 836,6 m -t zuhant.

Szupermen ts = 3 s alatt vo kezd6sebességrdél indulva tesz meg ekkora utat:

s=vots+ %2 g ts? = vo=(836,55-2%:9,9-32) /3 =264 m/s.

b) Az ajté h =7920 m magassaghdl t.= ,/2h/g =40 s alatt érfoldet. Ennél 10 s -mal

kevesebb id6 alatt kell Szupermennek féldet érnie, ha még a levegében el akarja kapni az ajtot.
s=%(g+a)t? = a=2s/t2-g=2-7920/(40-10)2-9,9 =7,7 m/s2.

3/9. 50 m/s kezdGsebességgel fuggblegesen felfelé hajitanak egy targyat. Ugyanakkor 50 m
magasrol szabadeséssel leesik egy masik targy. Mikor és milyen magasan talalkoznak?
MO. 1,0s mulva, 45 m magassagban

3/10. Mekkora kezd&sebességgel kell az origdbdl a vizszinteshez képest 60°-os sz6g alatt eldobni
egy labdat, hogy az a P (4,3) pontba érkezzen?
MO. x =(vocos60°)t=4; z=(vosin60°)t—Y%gt> =3 — t=0,8864s, vo=9,026 m/s

... 6s még Ild. a kirakott zh-kat!
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Egyéb: nem hajitas, de hasonld: konstans er6é hatasara mozgo test (zh-ban el6fordulhat)

3/11. Egy m =1 g tdmeg( test a t; = 2 s id6ben az x tengely pozitiv felén van az origétdl x, = 10 cm-
re, sebessége a +y tengely irdnydba mutat és nagysaga v; = 10 cm/s. Atest at, = 5 s id6pontban a
P, (0,5 cm, 15 cm, 0) pontban van, a sebessége a —x tengely irdnyaba mutat és nagysaga

v, =7 cm/s. A testre allandé erd hat.

a) Mekkora az er6 nagysaga?

b) Mekkora a test sebessége a t3 = 8 s id6pontban, és hol lesz a test akkor?

MO. Allandé erd esetén a gyorsulds dllandé: F/m =a = konst., azaz &= konst., &= konst.
= integrdlassal a sebességvektor:  v(t) =a-t + v(0),

és a helyvektor:  r(t) = % a-t* + v(0)-t + r(0).
A feladatban adott volt a helyvektor és a sebességvektor 2-2 id6ben:

t1=2s: r(2)=0,1i[m], v(2)=0,1j[m/s],

t,=5s: r(5) =—0,005i+0,15j [m], v(5) =-0,07 i [m/s].

A fenti altalanos képletekbe behelyettesitve tehat
%al’+v(0)2+r(0)=0,11, a2 +v(0)=0,1]

% aB” +v(0)B + r(0) = -0,005i+0,15j, alB+v(0)=-0,07i
3 ismeretlen vektorunk van: a, v(0) és r(0) és 4 egyenletiink, a feladat tulhatarozott; v(2) és v(5)
értékébdl megkapjuk a és v(0) értékét, és barmelyik r -bél r(0)-at.
a) A gyorsulast megkapjuk a sebességekbdl:
_V(ty)-v(ty) _Av _v()-v(2) _ _ 0,07i _0_,1j [m}
t,—t, At 5-2 3 3 §

s
Ennek nagysdga a= ;\/ 007% + 01 = “O’ZMQ:: 004 m/s?

a testre hatd erd nagysaga pedig F=ma=10" kg [0,04 m/s® = 4Dl0_5 N.

b) A test kezd6sebessége v (0) = v(t,) -at, = v(t,) -at, = 014,

tehat a test sebessége  v(t) = ( 007, +0’14j ( o1 jj :

3 3 3 3
t3=8s-ban v(8)=alB+v(0)=-0,14i-0,1j, ennek nagysaga V(8) =+ 014*>+01*> = 017 m/s.
A test helyvektora t = 0 s-ban

r(0)=r(t,)-¥2at,> -v(0)d, =r(t,)-Y2at,” -v(0) {, _%SI _ O§Oj,

tehat a test helyvektora
(1) = ( 1 007 014 016) ( 1E)%t2 05 OBOJJ'-

2 3 3 3 3
t3=8s-ban  r(8) =% aB*+v(0)B+r(0)=..=-0,32i[m]
Megjegyzés: a fenti képletekbe a t = 0 s-hoz tartozo v(0) és r(0) értékeket irtuk be, de a v(t) és r(t)
fliggvényeket felirhatjuk tetsz6leges to id6hoz tartozd v(to) és r(tg) értékekkel:
v(t) = a-(t=to) + v(to) , r(t) =% a-(t—to)” + v(to)- (t—to) + r(to) .
igy kiszdmolhatjuk v(8)-at és r(8)-at ugy is, hogy nem kell szdmolni v(0)-t és r(0)-t. Raadasul
esetlinkben t3 és t, k6zott ugyanannyi idé telik el, mint t, és t; kozott, At = 3 s, és mivel a gyorsulds

allando, ezért ugyanannyit valtozik a sebesség is (Av = a-At), azaz
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v(8)=v(5)+Av=v(5)+[v(5)-Vv(2)],

vagy az isigaz, hogy v(8)=v(2)+2-Av=v(2)+2-[v(5)—v(2)].

A helyvektor szamolasanal pedig

r(8) = % a-(8-5)* + v(5):(8-5) + r(5) vagy r(8) =% a-(8-2)% + v(2)-(8-2) + r(2).

Nehezebb hajitasos feladatok, zh-ban nem varhatdk ilyenek:

3/12. Egy o = 30° hajlasszégl, h = 1,6 m magas lejts tetejérdl elengediink egy ladat. Ugyanebben
az idépontban a lejtd tetejérdl egy labdat Ggy dobunk el, hogy az a lejt6 legaljan éppen a ladaba
essen. Mekkora és milyen irdnyu kezd6sebességgel kell a labdat eldobni? A |ada és a lejt6 kozotti

surlddasi egyutthatd g = J318.

MO.

A lada surlédassal csuszik lefelé a lejt6n, a mozgasegyenlete
lejt6re meréGlegesen: map = 0 = F,y — mg cosa
lejtével parhuzamosan: maj| = mg sind — UFy,

tehat a gyorsulasa a lejté sikjaban

a=a| = (sina — pcosa) g = (sin30° —?c0530°)-10 = (0,5%:3§ . ?)-10 =3,125 m/s>.

Zérus kezdGsebességrdl indulva s = h / sina = 1,6 / sin30° = 3,2 m-t tesz meg a lada a fenti
gyorsulassal:

’z ’2-3,2 , ,
s=22 S t= 2= 224 1,43 s alatt érle a lada.
2 a 3,125

Ennyi id6 alatt kell a labdanak ugyanabba a pontba érkeznie, azaz ha az origébdl indul,
vizszintesen h /tga = 1,6 / tg30° = 2,77 m-t tesz meg és az x = 2,77 [m] pontba,
fliiggblegesen h =1,6 m-t tesz meg és a z=-1,6 [m] pontba érkezik.
azaz x = (vgcosa) t = (vocosa)-1,43 = 2,77

z = (vosind) t — g/2 t* = (vosina)-1,43 —g/2 -1,43° =-1,6
> Vvg=6,34m/s, a=72,2°.

3/13. Allandé hajldsszog(i egyenes lejtén csuszunk lefelé a szankdnkkal vg, = 3 m/s allandé
sebességgel. A surlédasi egyltthatd U = 0,14. A szankd elején van egy csuzli, ami vizszintesen, vg =
16 m/s kezdGsebességgel tud kil6ni egy golyot. A lejté végénél van egy céltabla. Milyen
magassagban kell a mozgé szankdbadl a csuzlit kiléni, hogy eltalaljuk a céltablat?

MO.

A lejt6 hajlasszogét abbdl tudjuk kiszamolni, hogy a szanké — amit gyorsit a nehézségi erének a
lejt6vel parhuzamos komponense és fékez a surlddasi erd — allandé sebességgel csuszik, vagyis a
(lejtével parhuzamos) gyorsulasa zérus:  ma| =mgsind — U Fny = 0.

A lejtére merdleges mozgasegyenletbdl: map=F,, —mgcosa tudjuk, hogy F,,=mg cosq,
és igy a lejtével parhuzamos mozgasegyenlet maj| = mg sina — umg cosa = 0

- MU=0,14=tga - a=arctg0,14=8°.

A szanké sebességének vizszintes komponense vg,x = Vs,:cosd = 2,971 m/s,

fuggbleges komponense v, , = Vg sind = 0,416 m/s.

A kil6tt golyo sebességének vizszintes komponense Vgox = Ve x + Vo = 2,971+16 = 18,971 m/s,
kezd6sebességének fliggbleges komponense Vg, = Vs;, = 0,416 m/s.
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A koordinatarendszert az abra szerint védlasztva a golyd az x =0, z = h pontbdl indul és az

x = h/tga , z = 0 pontba kell megérkezzen, tehat ZA

X: (vsx+Vo)-t=h/tga

Z h_Vsz,z't_ngtzzo' \ Vo

Az els6bdl h-t kifejezve és atirva a masodikba "

(Vsz,x+V0)'t'tga_vsz,z't_Vthzzor N

amib8l t=2votga/g=0,448s és h

visszahelyettesitve

h=2votga (vs sind+votga)/g =1,19m. a R
0

3/14. A 200 m magas hegy talppontjatdl (a hegycsucs alatti ponttél) 500 m-re lévé puska
iranyzékat milyen (legkisebb) szogre kell allitani, hogy atl6jon a hegycsucs folott? Mennyi id6 telik
el, amig a puskagolyd a hegy csucsa folé érkezik? A puskagolyd kezdGsebessége 1000 m/s.

MO.

vizszintesen x=votcosa: 500=1000tcosa = tcosa=0,5

fuggblegesen z=votsina-%gt?: 200=1000tsina-5t2 = tsina=t2/200+ 0,2
Felhaszndlva, hogy (tcost)?2 4+ (tsina)?2 = t2, egy t2-ben masodfoku egyenletet kapunk:

0,25 + t*/ 40000 + 0,002 t2 + 0,04 =t2, amib6l t1 =0,539s és t, =199,8s.

A megfelel6 szogek: a1 = 21,93° (ez a minimalis) és az = 89,86° (ezt mar veszélyes kiprébalnil)

3/15. A hegyrdl lovik a siksagon |évé |6allasokat. A hegyen és a siksagon lévé agyuk egyformak, az
agyugolyok kezdGsebessége vo = 500 m/s. A hegyen IévG agyu csove vizszintesen all. A siksagon
lév6 agyubdl a golydt pont 1 s-mal azutan 16vik ki, hogy meglattak a hegyi agyu torkolattiizét.
Sikerdl is az dgyugolydt még a levegbben eltalalni és eltériteni a céltdl. Hol talalja el egymast a két
agyugolyd? Mekkora a siksagon |évé agyu csovének a vizszintessel bezart szoge?

z Vn

200 m [ x

AY T

800 m
MO. A hegycsucsrol kil6tt dgyugolyd helyvektora, ha az origd a hegy talppontjdban van,
az x tengely a siksagon Iév6 agyu felé mutat, és az agyugolyét t = 0-ban I6tték ki:
ri(t) = 500ti+ (200-10/2t2) k,
a siksagon kil6tt agyugolyo helyvektora pedig
rz2(t) = [800-500-cosa(t-1)]i + [500-sina(t-1)-10/2(t-1)%] k
A két agyugolyod helyvektora egyenl6 kell legyen; komponensenként felirva:
x koordinata: 500t = 800-500-cosa(t-1)
z koordinata: 200-10/2t2 = 500-sina(t-1)-10/2(t-1)?
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Az els6 egyenletbdl cosa(t-1) = (800-500t)/500 = 1,6-t,

a masodikbdl sina(t-1) = (205-10t) /500 = 0,41-0,02t.

Ezeket négyzetre emelve és 6sszeadva egy t-ben masodfoku egyenletet kapunk, aminek a
megoldasati = 1,42 s ésty = 3040 s.

A t; -b6l szamolt sz0g a1 =~ 64,9°, és az agyugolydk talalkozasanak helye

x1(t1) =500-1,42 = x2(t1) = 800-500-c0s64,9°-0,42 ~ 711 m

z1(t1) = 200-5-1,422 = z3(t1) = 500-sin64,9°-0,42-5-0,422 = 190 m

r(t)) =711i+ 190 k [m].

A t; -bél szamolt sz6g a2 = 178,9°,

és az agyugolydk talalkozdsanak helye

x1(t2) =500-3040 = x2(t2) = 800-500-c0s178,9°-:3039 = 1,52:106 m

z1(t2) = 200-5-30402 = z(t2) = 500-sin178,9°-3039-5-30392 = -4,62-107 m

ami nem lehetséges, mert a fold felszinét (a z = 0-t) el6bb elérik az agyugolyok.

(Ha a Fold sokkal nagyobb lenne — vagy a Fold lapos lenne -, és a homogén erétér kozelités
érvényes lehetne ekkora tavolsagon is, és az agyugolyék foldet érési pontja el6tt elkezd6dne egy
4,62-107 m mély krater, akkor lenne csak értelme ennek a megoldasnak.)

VA
3/16. Melyek azok a pontok, amelyekbdl elejtve az A golyét, az a 45°-0s

lejt6rél rugalmasan litkdzve éppen a lejts aljara pattan?

MO.
A golyd a lejté folott h magassagbadl indul, igy a lejtére érkezéskor v*
(figg6leges iranyu) sebessége lesz:

z=-h=-%gh? = tu= /%h = vif=gti =, h.

A lejt6rdl vald elpattandskor ez lesz a vizszintes irdnyu kezdGsebessége, mivel a lejt6é 45°-os.
Egyenesen a lejté aljdba pattan, igy vizszintesen x = v* t,, fligg6legesen z = %2 g t22 utat tesz meg,
és mivel a lejt6 45°-0s, x =7z,azazv*t, =12 gtp? .

EbbSl tp=2v*/g és x=z=2v*2 /g, v*tbeirva x=2z = 4h,

azaz azok a pontok, ahonnan elejtve a golyot, az a lejt6n rugalmasan ltkdzve éppen a lejtd aljara
pattan,a z=15/4x egyenes pontjai.
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EGY IGAZAN HALADO HAJITASOS FELADAT: (nem zh-ra vald)

3/17. A vizszinteshez képest mekkora szog alatt kell adott h magassagbdl adott vq
kezdGsebességgel elhajitani egy targyat, hogy az a lehet6 legmesszebb érjen foldet?

MO.
h magassagbdl indulva ty id6ben 0 legyen a z test koordinataja:
2(tg) =0 = h + (vo sina) tg— % g tg° - h=%gts’ — (Vo sinQl) tg
és ekozben vizszintesen megtesz d tavolsagot:
X(tq) = d =(vo cosa) tg . Ennek keressik a maximumat, ha a valtozhat (vo adott).

Rendezzik az egyenleteket gy, hogy ty-t kifejezve az egyikbdl és athelyettesitve a masikba
felirjuk d-t a fliggvényében, majd megkeressiik a d(a) figgvény szélsGértékét (derivaljuk a szerint
és megoldjuk a dd/da = 0 egyenletet).
Tehat d-b6l  tq = d/(vocosa) ->

h = % g/(vocosa)? - d> — (vo sina)/(vocosa) - d , azaz d?— (vo’/g)-sin20 - d — 2h(vo?/g)cos’a = 0

> d(a)= (%2) sin2a + \/(%)2 sin?2a + 2h (1;;72) cos’a és

2 2
dd (VL)sinZa cos2a — 2h<vL)sin2a
ad _ g

voz
= (—) cos2a + =0
da g 2\ 2 2
2 (L) sin22a + Zh(vL)cosza
2g g
Hosszas rendezgetés utan ebbdl megkapjuk, hogy ctg’a =1+ ig—g .
0
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