2. METROLOGIA ES HIBASZAMITAS

2.1 Metrologiai alapfogalmak

A metroldgia a mérések tudoméanya, a mérésekkel kapcsolatoseitaket fogja tssze.

Méréssel egy objektum valamilyen tulajdonsagéréinszeii értéket kapunk. Anérési eredményt egy
szammal (amértékszamma) és amértékegységgeladjuk meg. A mérés torténhet rdészkdzzel vagy
miiszerrel. A méréeszkdzzel vald6 mérésnél az objektum valamilyen tulajdonsaddizvetlen
0sszehasonlitdssakapjuk meg (pl. ha hosszlsagot méterrdddal vagyeg@et mérleggel mérink). A
miiszerrel valé mérés viszorkdzvetett, az objektum és aiiszer valamilyen kélcsdnhatasabdl kalibralassal
adja meg a mérni kivant mennyiség értékét. (Plelaktromos aram 8sségét mér Deprez-rendszér
ampermétben a szogelfordulds az aram, a magneses tér dégdakdlcsonhatasanak az eredménye, de a
miiszer skaldja mar arantésségre van kalibralva.) Sok esetben azonban néndjisk a jellemezni kivant
mennyiséget kozvetlenil mérni, hanem csak mas, Jaecsolatban allé mennyiséget, illetve
mennyiségeket, és az ezekre kapott mérési eredkigityezamitassal kapjuk a kivant adatot. Ekkor is
mérésél - kozvetett, illetvedsszetett méréssl beszélink.

A mérést megismételve altaldban nem kapunk azoré@rgsineredményeket. Egyrészt, mert a méiend
mennyiség valtozhat azddel. De ha a mérednennyiség allandé is, a mérési eredménytiszer allapota
és a megfigyelést végzmber is befolyasolja. Jeldljik a mérni kivant mgeég valésagos értékét x-szel, a
mérési eredménytxmel. Amérés hibajaa mért érték és a valdsagos érték kiilénbsége:

A X = Xp - X 2.1
és a relativ hiba:
OX=AX/X 2.2

A mérés megbizhatésagat@erban a risszer jelleméi hatarozzdk meg.

A miszerek jellemdi

a./ ErzékenységVleghatarozza, hogy a mérénmhennyiség egységnyi valtozasahozisrersl kozvetleniil
leolvashat6 érték milyen valtozasa tartozik. Eziszartl leolvashato legkisebb egységnek (skalarésznek)
megfeleb mérend mennyiség reciproka. (Pl. ha egy mutatds mAéwéigkitérése 250 mA, skalaja linearis
€s 50 beosztasu, aisrer érzékenysége 50 skr / 250 mA = 0,2 skr/mA, isitatd egy skalarésznyi kitérése
5 mA aramnak felel meg.) Ha a skala nem lineatk&paaz érzékenység fligg attol, hogy milyen érték
kdzelében mérunk.

b./PontossagA mért és valddi érték maximalis lehetséges é#ér a hiba abszolut értékének maximuma.
c./ ReprodukalhatosagA miszerrel tortéé ismételt mérésekkel kaphatdé mérési eredményeksédes
maximalis eltérése egymastal.

Hibatipusok
Véletlen hiba A mérési eredmények a val6sagos édélekhindkét irdnyban azonos valbsiggggel,

véletlenszdien térnek el. Nagy szamu mérés atlagat véve desleiba tetsdlegesen cstkkenthiet
Rendszeres hib& mérési eredmények a valésagos etiéddtérs érték koril ingadoznak. Oka a hibas vagy
rosszul beallitott rilszer, de rendszeres hibat okoz az is, ha elhanyasigehgy rosszul vesziink figyelembe
valamilyen, a mérést befolydsolo6 kiilgnyest (pl. hkmérsékletet vagy nyomast).
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2.2. A hibaszamitas alapjai

A hibaszdmitds a valos#iségszamitas és matematikai statisztika felhasznébha mérés soran fellép
véletlen hib&k becslésére ad médot.

Valbsziriségszamitasi alapfogalmak; a val6ésiyi siriseg- és eloszlasfiggvény

Méréssel nemcsak egyetlen objektum valamilyen dfiaértéki sajatossagara kaphatunk szamszatéket, hanem
jellemezhetjik egy objektum olyan sajatossaganidy idsben vagy helyileg valtozik. Vagy jellemezhetiink edyan
egyedekBl all6 sokasagot, melyekre nézve a métendlajdonsag kulénbdz mértéki. Beszélhetiink a terem
hémérsékletésl, akkor is, ha a démérséklet a radiator mellett mas mint az ajté ntelégszaka mas mint nappal. Vagy
megadhatjuk az évfolyamon a hallgaté lanyok atlapagassagéat. Egy sokasag esetén az egyedi médaetilyen
atlaga lesz az egész sokasag jeligmale tisztaznunk kell, hogy értjik ezt az atlagot

A sokasagot jellentzszamnak az egyedekre is jellémek kell lenni valamilyen médon, a sokasagra varadkadatbol
bizonyos mértékig meg kell tudnunk jésolni az egyeérések eredményét, azaz a sokasag jellemzésdriéimeg kell
adnunk, hogy a megadott atlagérték koril adott sztbséggel milyen intervallumban lesznek az egyes me&rés
eredményei.

Hasonlé a probléma a terenérhérsékletének megadasandl is. Ha a terémérséklete iflben valtozik, a termet
kilénboz idépontokban elképzelve tekinthetjiik sokasagnak, neddylemei az egyesddontokban a terem pillanatnyi
allapotai, és ezekben az allapotokban mérhetjiggaedi lbmérséklet értékeket. De ha egy j6l meghatarozatithen
allandé mennyiséget ismételten mériink,iszar iddben kilonboé allapotai, a riszer és a mért objektum, valamint a
kérnyezet idben valtozé kdlcsdnhatasa miatt az ismételt méednesnyei valtozni fognak. Ezek az elképzelt isthéte
mérések megint egy sokasag elemeinek tekisithet

Tételezzlink fel egwokasagot és egy,a sokasagon értelmezeté mennyiséget & kilonbos értékeket
vehet fel, de egyeseket nagyobb, mésokat kiseldisziahséggel. (Egy didklany magasségat gyakran mérjuk
160 és 170 cm kozotti értéknek, és a terémédrséklete kevéssé valogziogy -10°C alatt van.) Azt
mondjuk, hogy€ valdsziniségi valtozo Egy valoszifiségi valtozd lehefolytonos (mint a magassag vagy
hémérséklet), és lehatiszkrét (mint a kockadobalas eredménye).sékasaglehetvéges eleni (mint a
masodikos vegyészlanyok sokasaga), wamgtelen elent (mint a terem allapota tetdeges idpontokban).

Amikor mérunk, kivalasztjuk egy egyedét a sokaskgga ezen végezzik el a mérést. Azt is mondhatjuk,
hogy mintat vesziink a sokasagbdl és azon dggérletet végzink A kisérlet eredményes vagy sikeres, ha
azt kaptuk, amit vartunk, pl. 6-ost a kockadobafisA sikeres kisérletetnevezziikesemények. Az
eseményaloszinisége P az dsszes lehetséges kedvkimeneteli mintavétel, kisérlet szamaJrosztva az
0sszes lehetséges kisérlet szamavg): (N

P=n/Np 2.3
A valbsziriséget pontos értékét meghatédrozhatjuk, ha vannidfcibnk az egész sokasagrél, kilénben a
sokasag tbbb-kevesebb elemén végzett kisérletaldgicsuljik P értékét.

Legyen példaul a sokasag 100 skatulya gyufa,&diszkrétvalosziriségi valtozé a gyufaszalak szama egy
dobozban. Ha a 100-bdl 10 dobozban van 40 szahgwlikor annak az eseménynek a valdis#ige, hogy
egy véletlenll kivalasztott skatulyaban pont 40 gyafat talaljunk,

P €=40) =P (40) =10/100 =0,1.
Ha a valészitiségi valtozéfolytonos akkor csak azt kérdezhetjik, hogy egy bizonyadsruallumba e$
értéket milyen valészirséggel vehet fel. Pl. ha a valédEagi valtozé a lanyok magassaga, és az évfolyam
50 hallgatélanyabdl 10-nek a magassaga 160 ésm7kbeé esik, akkor annak a valéddége, hogy egy
véletlenszdien kivalasztott lany h magassagéat 160 és 170 cittkdek talaljuk:

P (160<h<170) =10/50 = 0,2
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Ismételjik meg a kisérletet N-szer, és tegylkHefy n esetben kaptunk keddegredményt (pl. 40 szal
gyufat a gyufaszamlalasi kisérletben). Az esemméhativ gyakorisaga

g=n/N 2.4
Ha N o, a relativ gyakorisag a valésiseghez tart:
lim g=P 2.5
N - o

Jeloljik ag folytonos valdszitiségi valtozo aktualis mért értékét x-szel.
P (% < x < % + AXx) annak val6sziisége, hogy x értéke; ¥s x+ Ax; kdzé essen. A
P(xi < x<Xx +AX
lim (X X +AX)
AXx-0 AX

=f (Xi) 2.6

hatarérték ag valtozé valdszitiségi gdirlisége x -nél, és f(x) & eloszlasanakval6sziniségi
siiriiségfiiggvényevagyfrekvencia fliggvénye Annak valdszitisége, hogf x és x+ Ax; kdzotti ertéket
vegyen fel, kozeléleg

P (% < x<x +Ax) = f(x) AX, 2.7
ha/Ax elég kicsi. Altalaban annak valosiggge, hogyé x, és % kozé essen:

X
PasXx<x)= ff (x) dx 2.8

X1

A valosziriiségi sirliségfiiggvény integrélja a valdsigggi valtozo teljes értelmezési tartomanyara

[f(x') dx'= P (=0 < x<00) =1 .
A valGsziriségi siriségfiiggvény integralfiggvéenyéaldsziniségi eloszlasfliggvénynekevezzik és F(x)-
szel jel6ljuk:

F(x) = fo(x')dx' F() = 1 2.9

F(x;) annak a valoszitisége, hogy a valésziizégi valtozd értéke nem nagyobb, mint egy adott érték:
P(x<x)=F(X) 2.10

Az eloszlasfiiggvénnyel megadhatjuk annak a val@sgeét, hogy a valosZiségi valtozé értékees %
kdzé esik:

P(a < X< X0)= sz (x)dx = sz (x)dx - _rf (x)dx=F(x,) = Hxq)

1

Osszetett kisérlet eredményének valdssine

Ha két mennyiséget-t ésn-t mériink egymas utan, mi a valéslége annak, hog§-re x-et,n-ra y-t
kapjunk eredményul?

Ha N(y/x) azoknak az eseteknek a szama, amika@ y értéket kapunk, feltéve, hogye mar x értéket
kaptunk, akkor a val6szinég értelmezéséb
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. N(y/x) . N(y/x) N(x)
P(x,y) = lim ———= = lim —————— = P(y/x) P(X). 2.11
(xy) = fim === fim =SS = PO P
P(y/x)-tfeltételes valoszitiségneknevezzikHa azn véaltozora vonatkozé kisérlet eredménye nem fligg
a & valtozotol, akkor

P(y/x) =P(y) és P(xy)=P(x)P(y) 212
Ebben az esethenkét esemény vagy kisérlet vaggldsziniségi valtozé egymastdl fliggetlerriiggetlen
események valésziiségei szorzdédnak, és ugyanez all a valosisegi giriségfliggvenyekre is.
A mérést altalaban megismételjiik, hogy biztosalgureényt kapjunk. llyenkor feltessziik, hogy az egyes
méréseket egymastol fiiggetleniil végeztik, hogykégibbi mérés eredményét nem befolyasolja egydéel
eredmény. Vigyazzunk, hogy ez tényleg teljeslljBiaigyon gyakori a megismételt mérés eredményének
onkéntelen szubjektiv torzitasa!

Az eloszlas paraméterei, a minta jelléinz

A valosziniségi siriiségfiiggvényben szerépkonstansok és az azokbdl leszarmaztatott menrgiiség
eloszlas paraméterei Amikor mintat vesziink a sokasagbol és ezen aamintérést végziink, a célunk az,
hogy az eloszlasrél kapjunk informaciot. Az elosfiliggvény alakja ismert, vagy egy meghatarozott
fuiggvénnyel kozelitjik, a fliggvényben szeéegbnstansokat viszont a méréktakarjuk meghatarozni,
vagy megbecsilni.

A mérési eredményekbaz eloszlasparameéterekre kapott becsléseket ridveminta jellemzéinek.

A mérés lehetséges kimenetele, adfigli mérési eredmény is valOsigégi valtozd és igy valamilyen
valosziriiségi sirliségfiiggvény rendelhghozza. A mérésnél ténylegesen kapott mérési emgrhériszont
konkrét szamok, melyekkel kapcsolatban mar ninedrae valészitiségbl beszélni.

A mintavételnél is beszélhetiink a majdani minténdht sokasagrol, melynek elemei -az elképzelt mérés
eredmények- val6sziségi valtozok. Ennek az elképzelt mintanak mintasdignak a jellenét szintén
valésziriségi valtozok lesznek.

A kovetkedkben az eloszlas paramétereit -melyek a sokasétieangk- gorég, a minta jellendit pedig
latin betikkel fogjuk jeldIni.

A legfontosabb eloszldsparaméterek

Legyen a sokasagon edy valdsziriségi valtozé (egy tulajdonsdga a sokasag elemeiégk)mezve,
melynek értékét x-szel jeloljik.

a./ A varhato értek

Tételezzlink fel egy véges, N elémokasagot, melyen értelmezett valoézayi valtozo diszkrét értékeket
vehet fel. Pl. legyen a sokasag 100 doboz gyufa émldszifiségi valtozé a gyufaszalak szama egy
dobozban. Legyeb értéke a sokasagszamu elemén.xAkkor x atlagértéke

N N
X=2. (%) N=D% P(%) | 2.13a
i=1 i=1

mivel P () = n/ N. 2.13a-t altalanositva, tetdzges eloszlasra definidlhatunk egy, az eloszl@emzs
paramétert, az eloszladrhaté értékét:

Legyen az eloszladiszkrét, de a sokasag nem feltétlenul vége§;\alosziriségi valtozod az értéket P
val6sziriséggel vegye fel. Akkaa & valdsziniségi valtozo varhat6 értékénk [x]-en a kdvetkey 0sszeget
értjuk:
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EX]= 2. PO§) =1y | 2.13

ahol az 6sszegzés a sokasag 6sszes elemére torténik
Ha az eloszlasolytonos, és az eloszlas valésigegi siriiségfiiggvénye f(x), akkor @arhato érték, 2.13

V4

E[X]= T X f(x) dx = 2.14

—00

A valosziriiségi valtoz&konstansszorosanakiarhatd értéke a varhaté érték konstansszorosa:

E [cx] = T cx f(x) dx = CT x f(x) dx = c E [X] 2.15

Két valbszitiségi valtozd,E és n 0sszegének és szorzatanak vérhaté értékénél aeteisskisérlet
valésziriségével kell szamolnunk.
Ha a val6szitiségi valtozok diszkrétek, annak valészége, hogy § tulajdonsagra x-et, aptulajdonsagra
y-t kapjunk mérési eredményil, 2.11 szerint P(x,fplytonos eloszlasnal a valosiségeket a
siiriségfiiggvénnyel hatarozzuk meg. Annak valdsstge, hogy & tulajdonsag mért értéke x és x + dx
kozé essen, és gztulajdonsagé y és y + dy kozé:

P (x< € < x+dx, y< n < y+dy) = h(x,y) dx dy 2.16
és 2.12-nek megfel@n, ha a két valoszirégi valtozé fuggetlen, h(x,y) = f(x) g(y), vagyiét, csak xil,
illetve csak y-t6l flg§ sirtiségfliiggvény szorzata.
Két folytonos valoszitiségi valtoz@sszegénekarhato értéke a két varhato érték dsszege:

Eltyl=] | (y)hixy) dedy=] x (] hexy) dy) dx+] y (] hecy) dx) dy =

—00 —00

= | xtgdx+] you)dy=EX+E . 217

Két fliggetlenvalbdszirtiségi valtozGzorzatanakvarhato értéke az egyes varhato értékek szorzata:

E [xy] = T T xy h(x,y) dx dy =T T xy f(x) g(y) dx dy =

—00 —00 —00 —00

oQ

T xtooaxel vy ay=EMED] 218

—00 —_

Ha a valészitiségi siriségfiiggvényszimmetrikus egy » értékre, akkor y = xwxxvarhato értéke E [y] = 0,
azaz az eredeti varhat6 érték éppgrat egyend.
(Bizonyitas:

Epl= | yfy)dy= T yiy) dy + | yfy)dy,  és mivel a szimmetria miatt
—00 —00 0

f(y) = (), gy Fyiay+] yidy=-T yimay+] yigyay=0.)
0 0 0

—00
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b./ A median és a médusz
A eloszlasmedianja (Ug) a valdszifiségi valtozénak az az értéke, melynél kisebb éyaldy érték is
ugyanolyan valosziisédi, azaz ahol az eloszlasfiiggvény értéke
F(ue) = 0,5.
Az eloszldsndduszaa diriségfliiggvény maximum helye.
Szimmetrikus eloszlassarhat6 értéke, medianja és modusza azonos.
c./ A variancia
A valosziriségi valtozd értéke kisebb vagy nagyobb mértékderhet a varhatd értélt a sokasag
elemein. Avariancia ennek az eltérésnek a mértéke:
Var [ = | ()’ f(x) dx = E [(x41)7] 2.19
Valtozékonstansszorosanak/arianciaja a variancia szorozva a konstans négyeke
Var [cx] = E [ex-qi]? = & E [X-p] = & Var [] 2.20
Két fliggetlenvalbsziriségi valtoz&sszegénekarianciaja az egyes varianciak 6sszege:

Var [x+y] = E [(X+y4icHy)?] =

= E [(x46)7] + E [(y-14,)7] + 2 E [(x46)(y-1)] = Var [x] + Var [y] 2.21
Itt felhasznaltuk az 6sszeg varhat6 értékére varatiR.17 osszefliggést, és migedsn fliggetlenek, 2.21
harmadik tagjanal fel tudtuk hasznalni 2.18-at,zeimt

E [(x-1)(y-ky)] = E [X-1] CE [y-py] = 0.
Két fliggetlen valészirtiségi valtozdszorzatanak varianciaja nem egyezik meg viszont a varianciak
szorzataval!

A normalis (Gauss) eloszlas

Normalis eloszlast mutatnak azok a valéggéyi valtozok, melyek értékét sok kisméttéleletlenszef
hatés befolydsolja. A normalis eloszlasnal a vaidisgi siriségfliggvény az Uiauss-figgvény
1f x—p 2
1 o
f(X)=——e

2.22
2O

ahol p az eloszlasarhat6 értéke o pedig az UgynevezetrOras a variancia négyzetgyoke.
Az Un.normalizalt Gauss-figgvényt 2.22-lbl az

u=(Xxu) /o 2.23
transzformacidval kapjuk, és a kovetéestaku:
1
1 =
fluy=——e? 2.24
(u) o

A normalizalt Gauss-eloszlas varhaté értéke Oavaigja 1.
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Q 1 2
1 —u
E[u]:Tuf(u)duzi ue 2 du=0,
Jeasgd
mert az integrandus pératlan fiiggvény.
15
1 °J9 U
u(ue ) du
\2n -

1
Jan

Q Q _= 2
Var[u]:j u? f(u) du = _[ e 2 du=
Felhasznélva, hogy

Y O
J ue?2 du=-e?

és parcialisan integralva, kapjuk:
1,1 o 1

I B I
fuLue Jdu:{ue J e du

—00 —00

Az elss tag kiesik, a masodik pedig2n -vel egyens, igy Var [u] = 1.

A normalizalt Gauss-eloszlashoz tartaaddsziniségi eloszlasfliggvény

1
1 _—:2
F(u) = T —e 2 dt=@(u) (hibaintegral), Feo)=1. 2.25

NP

A normalizalt Gauss-fliggvény,@u) hibaintegral vagy az

—00

2
erf (u) =ﬁTe_t2 dt hibafiiggvény 2.26
0

értékeit matematikai kézikonyvekben tablazatosagtat@ljuk'. A két fliggvény 6sszefiiggése

®(u) = 0,5 (1 + erf (W2)). 2.27

A Gauss-eloszlas alkalmazasa

Tételezziik fel, hogy ismerjik egy adott sokasaghgy bizonyos valoszitségi valtozo eloszlasat, és ez
normalis eloszlas, adoft varhatd értékkel és szérassal. Milyen valdsZiséggel esik a valosZiségi
valtozé értéke a varhatoé érték kordli, adott sugartintervallumba, tehat
X1 = U-AX és % = u+Ax kozé?

llyen feladatokndl az aktualis valtozét 2.23 alapi@y transzforméljuk, hogy normalizalt Gauss-diastz
kapjunk. Az intervallum végpontjai:

Uu=-Axlc és p=Ax/g=V. 2.28

2.11-et alkalmazva P{E u < W) = F(w) - F(w) = @v) - ¢-v). A tablazatokban viszont csak pozitiv
argumentumra talaljuk megghibaintegralt. Az 4bran a két pottydzott tertiléiggvény szimmetriaja miatt
egyend, azaz

@--u) =1 -g(u) P(=usv) =2¢V) - 1 2.29
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f{u)

Annak a val6szitisége pedig, hogy a valtozo6 értéke kiessen az sdattmetrikus intervallumbol, tehat egy
adott tirésnél jobban eltérjen a varhaté éréékt

Pus-vUuz=v)=1-(2pv)-1) = 2(14(V)). 2.30

Példa
Legyen a masodéves lanyok magasséageloszlasanakzivaségi siriiségfliggvénye
(a magassagot h-val jelélve és cm-ben mérve):

f(h) = le_HSe"’ﬁ[ )

a/ Mi annak a valésziisége, hogy egy véletlendl kivalasztott lany maggesd®0 és 170 cm kozott legyen?

b/ Ha az évfolyamon 80 lany van, varhatéan hanyasalgb 160 cm-nél, hanynak a magassaga 160 cm ésni70
kozotti, illetve 170 és 175 cm kdzotti érték?

¢/ Van-e 175 cm-nél magasabb lany? Es 150 cm-aésahyabb?

Megoldas:
Térjunk at a normalizalt eloszlasi) s keressik ki az 1. Tablazatbd)(a) fliggvény értékeitR). Az eloszlas varhato
értéke u = 165 cm, sz6rdsa = 5 cm.

A B
h (cm) u \% Q(v) 2p(v)-1
150 -3 0 0,5000 0
160 -1 1 0,8413 0,6826
170 1 2 0,9772 0,9544
175 2 3 0,9986 0,9972

intervallumba 68,26% val6sZiséggel esnek a magassagok.

b/ A 160 cm a normalizalt valtoz6ban u = -l-nelelffemeg, annak valdsZieége, hogy us< -1 legyen,
P(e-1) = ¢(-1) = 19(1) = 15,27 %, 1-P = 84,13%. Ennyi annak a vdhiis#ge, hogy valakinek a magassaga
nagyobb legyen, mint 160 cm. Mivel P mdes/Nssszes az €vfolyamon 80 lany kézil n =BB413 = 67 lanynak a
magassaga 160 cm-nél nagyobb. Hasonldan, a 1600ésm kdzotti magassagu lanyok szama n B,8826 = 54,6,
azaz 54-55 lany magasséaga esik 160 és 170 cm Ag§2&0 cm, 175 cm] intervallum a normalizalt valédan az [1,2]
intervallumnak felel meg. P€L<2)=¢(2)-¢p(1)=0,1359. Ez 11 személyt jelent.

c/ A 175 cm-es magassag u = 2-nek felel meg. PP (1£2)=1(2)=0,0228. Ez azt jelenti, hogy varhatéan két 175
cm-nél magasabb lany van.

A 150 cm u = -3-nak felel meg, P(u<-3=3)=1¢(3)=0,0014. Ez 0,1 személynek felel meg, tehat\dalyamon
valésziriileg nincs 150 cm-nél alacsonyabb lany.
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Célszeti megjegyezni, hogy a normalis eloszlasnal a varbaték korllio sugard intervallumba (v=1) a
valosziriiségi valtozo értéke 68,3 % valodmiggel esik, a@sugarl intervallumba pedig (v=2) kb. 95,4 %
valosziriiséggel.

A kozépérték eloszlasanak tulajdonsagai

Mérjuk egy sokasagon & sajatossagot n-szer. Képzeljink el egy n météstd mintat, ahol az egyes
mérések (egyéte elképzelt) eredményei,x.,x, . Ezek valdsziitiségi valtozok, még nem tudjuk, milyen
értéket kapnak a mérésnél. Az.x,x, valésziriségi valtozdé szamtani kbzepe

n
in
i=1

n

X =

szintén valOszifiségi valtozd, tehat tartozik hozza egy if(xx) valésziriségi dirliségfiggvény, és
kérdezhetjik, mi ennek a varhato értéke és valdgachz egyes mérési eredmények fliggetlenek egpmast
tehat

f(X 1,000 %) = F(X1)...F(Xn).
Mivel ugyanazt a mérést ismételjik, az egyes mérg=imények varhatd értéke f[x Y és variancigja
Var[x] = 6 azonos minden egyes mérésre. Az 6sszeg és kosmbans varhato értékére és variancidjara
kapott 2.15, 2.17, 2.20, 2.21 formulakat alkalmazgjuk, hogy
n
E[X]=1n), E[x]=p és
i=1

0 1 1
Var [x] = 1/rf X Var [x] = o Var[x] = - o’ 2.31
i=1
Azaz a kozépérték varhato értéke megegyezik azsemgeések varhatd értékével, variancidja viszoad n-
része az egyes mérésének.

A centralis hatareloszlas tételezerint barmilyen eloszlasl sokasag esetén azmiahinta szamtani
kozépértékének eloszlasa a minta elemszamanak eddsével egy olyan normalis eloszlashoz tart,
melynek varhato értéke megegyezik az eredeti élesArhatd értékével.

Ez azt jelenti, hogy ha mar egyetlen mérési eregneatlagnak, pl. idatlagnak tekinthét akkor varhato,
hogy az Gauss-eloszlasu lesz. A mérési eredmérigeint nagyon gyakran ilyen atlagértékek. A mutato
tehetetlensége miatt egy atlagértéknek medfdielyzetbe all be. Ha elektronikusanifiyink adatot, azt is
egy bizonyos ideig tesszilk, és az atlagjelet dalgozovabb fel. igy a gyakorlatban legtobbszor rélisn
eloszlasu mérési eredményekkel talalkozunk.

Az eloszlasparaméterek becslése

A mintavétel és mérés célja, hogy informaciot kagja sokasagon az adott tulajdonség eloszlasadt, a
meg tudjuk becslini az eloszlasparamétereket asagkelemszamanal sokkal kisebb minta alapjan. A
becsilt paramétereket hullamvonallal fogjuk jeldlBgy becslégdorzitatlan a 6 paraméterre nézve, ha a
becsult és valésagos varhato értékek megegyezzrek, a

E[6]=6 vagy Ef-6]=0, a hiba véarhat6 értéke 0.
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A véarhato érték és a variancia becslése

A varhato értéket Ugy vezettik be véges dlediszkrét sokasagra, mint a sokasagra vett at@gadott
tulajdonsagnak (2.13). Ha most nem az egész soblagadgszik, csak egy mintat blel, becsilhetjik ugy az
egész sokasagra vonatkoz6 atlagot, hogy csak aammirdtlagolunk, azaz a varhatd értéket, a
kovetkedképp bechIjUk:

H=1/n Zx 2.32
i=1
Amig a mérésil csak beszélunkpl valésziriségi valtozd, az xaldsziriségi valtozék szamtani kdzepe,

melynek varhat6 értéke megegyezik az egyes mérharééértékével. Tehat = 4, a becslés torzitatlan.
Hasonl6an okoskodva, a varianciat becsiilhetjilggeemérések hibanégyzetének atlagaval:

= 1/ni (xi - X)?
Meg akarjuk halt_éilrozni ennek a becslésnek a varbetikét; de egyszéb, ha ©° varhatd értékét
szamitjuk Ki.
E [nG7] = E{Z(xi —x)z} ELZ((xi -u)—(x—u))z}
- EH(&‘H) Zx \H ZE[([l—i](x %}(xl “T}
)

:
_ZL[l_] E[x, -1 ]-—[1—7] LZ(x ~W)(x, —u)|+ “Z(X;‘“)J JJ

j#i

Az els tag éppen az egyes mérések varlanC|aJanak (1-9Znajese. A masodik tagban a j=i tag kimarad, éipatt az
0sszeg egyes tagjaiban a térdjefiiggetlenek, szorzatuk varhat6é értéke a téblamrhatd értékének szorzata, ami
viszont 0. A harmadik tagot kifejtve j(psl)z-es tagok fognak szerepelni és vegyes szorzatokit@abiak varhat6 értéke,
az ebz6 okfejtés értelmében 0. igy végul a fenti ssz&getkedképp alakithato:

E [n0? = (1—] no +7zz E[(X —H ]

i
:M+?(n—l)no2 :nT_l(n—1+1)02 =(n-1) o°,
azaz a variancia n-szeresének becsilt értéke sagalé variancia (n-1)-szerese,

6%=(n-1)/ no?. 2.33
Ez a becslés torzitott, igy célsitie a varianciat a mérési eredmény#idkdvetkedképp becsulni:

o —S<=? 2.34

S -et az egyes mérési eredménitekrigalt tapasztalati szérasanaknevezzik.
Mivel 2.31 szerint a kbzépérték variancidja az egypérések variancigjanak n-ed része,

Sy =& 2.35

2.36
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|. tablazat

A normalis eloszlas F(u) eloszlasfliggvénye

= 2 e degy

u 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 ,50000 ,50399| ,50798| ,51197| ,51595| ,51994| ,52392| ,52790| ,53188| ,53586
0,1 ,53983 ,54380| ,54776| ,55172| ,55567| ,55962| ,56356| ,56749| ,57142| ,57535
0,2 57926 ,58317| ,58706| ,59095| ,59483| ,59871| ,60257| ,60642| ,61026| ,61409
0,3 ,61791 ,62172| ,62552| ,62930| ,63307| ,63683| ,64058| ,64431| ,64803| ,65173
0,4 ,65542 ,65910| ,66276| ,66640| ,67003| ,67364| ,67724| ,68082| ,68439| ,68793
0,5 ,69146 ,69497| ,69847| ,70194| ,70540| ,70884| ,71226| ,71566| ,71904| ,72240
0,6 72575 ,72907| ,73237| ,73565| ,73891| ,74215| ,74537| ,74857| ,75175| ,75490
0,7 , 75804 ,76115| ,76424| ,76730| ,77035| ,77337| ,77637| ,77935| ,78230| ,78524
0,8 , 78814 ,79103| ,79389| ,79673| ,79955| ,80234| ,80511| ,80785| ,81057| ,81327
0,9 ,81594 ,81589| ,82121| ,82381| ,82639| ,82894| ,83147| ,83398| ,83646| ,83891
1,0 ,84134 ,84375| ,84614| ,84850| ,85083| ,85314| ,85543| ,85769| ,85993| ,86214
1,1 ,86433 ,86650| ,86864| ,87076| ,87286| ,87493| ,87698| ,87900| ,88100( ,88298
1,2 ,88493 ,88686| ,88877| ,89065| ,89251| ,89435| ,89617| ,89796| ,89973| ,90147
1,3 ,90320 ,90490| ,90658| ,90824| ,90988| ,91149| ,91309| ,91466| ,91621| ,91774
1,4 91924 ,92073| ,92220| ,92364| ,92507| ,92647| ,92786| ,92922| ,93056( ,93180
1,5 93319 ,93448| ,93574| ,93699| ,93822| ,93943| ,94062| ,94179| ,94295| ,94408
1,6 ,94520 ,94630| ,94738| ,94845| ,94950| ,95053| ,95154| ,95254| ,95352| ,95449
1,7 ,95543 ,95637| ,95728| ,95818| ,95907| ,95994| ,96080| ,96164| ,96246| ,96327
1,8 ,96407| ,96485| ,96562| ,96638| ,96712| ,96784| ,96856| ,96926| ,96995| ,97062
1,9 97128 ,97193| ,97257| ,97320| ,97381| ,97441| ,97500( ,97558| ,97615| ,97670
2,0 97725 ,97778| ,97831| ,97882| ,97932| ,97982| ,98030| ,98077| ,98124| ,98169
2,1 ,98214 ,98257| ,98300( ,98341| ,98382| ,98422| ,98461| ,98500| ,98537| ,98574
2,2 ,98610 ,98645| ,98679| ,98713| ,98745| ,98778| ,98809( ,98840| ,98870( ,98899
2,3 ,98928 ,98956| ,98983| ,99001| ,99036| ,99061| ,99086( ,99111| ,99134( ,99158
2,4 ,99180Q ,99202| ,99224| ,99245| ,99266| ,99286| ,99305| ,99324| ,99343| ,99361
2,5 ,99379 ,99369| ,99413| ,99430| ,99446| ,99461| ,99477| 99492,| ,99506| ,99520
2,6 99534 ,99547| ,99560| ,99573| ,99586| ,99598| ,99609( ,99621| ,99632( ,99643
2,7 99653 ,99664| ,99674| ,99683| ,99693| ,99702| ,99711| ,99720| ,99728| ,99736
2,8 ,99744 ,99752| ,99760| ,99767| ,99774| ,99781| ,99788| ,99795| ,99801| ,99807
2,9 ,99813 ,99819| ,99825| ,99830| ,99836| ,99841| ,99846| ,99851| ,99856| ,99860
3,0 ,99865 ,99869| ,99874| ,99878| ,99882| ,99886| ,99889| ,99893| ,99896| ,99900
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