8. DINAMIKAI RENDSZEREK

A gyakorlat célja az, hogy egy kétvaltozos reakciokinetikai rendszer vizsgalataval a hallgatok
megismerjék a dinamikai rendszerek alapfogalmait, elsajatitsak a linearis stabilitasvizsgalat alapijait,
¢s megismerkedjenek egy olyan programmal, amely kétdimenzios differencialegyenlet-rendszerek
numerikus megoldasaval képes a fazissik megrajzolésara.

Kiilonb6z6 tudomanyteriileteken -  plL mechanikéban, reakciokinetikaban,
populacidbioldgiaban, meteorologidban — sokféle idében véltozé folyamatot Un. dinamikai
rendszerekkel irnak le. A dinamikai rendszerek® olyan determinisztikus modellek, melyekben a
rendszer jelenlegi allapota egyértelmilen meghatarozza annak jovobeli fejlodését. A rendszerek
fejlodését leiré modell lehet idoben diszkrét (pl. egymas utan kovetkez6 populaciok; sejtautomata
modellek?) vagy folytonos (pl. kémiai koncentraciok valtozasa). Utobbi esetben matematikailag
differencialegyenlet-rendszerek felallitasaval fogalmazzuk meg azt a szabalyt, ami a fejlédést leirja.
Ezek legtobbszor bonyolult nemlinearis kozonséges autoném differencialegyenlet-rendszerek,
melyek nemlinearitasukbol eredéen analitikusan legtobbszor nem megoldhatok. Numerikus
modszerekkel természetesen eldallithatunk egyes megoldasokat, de mivel ezek rogzitett kezdeti
értekekhez és paraméterértékekhez tartoz6 megoldasok, ezzel nem kapunk altaldnos képet mas
kezdeti értékekhez, ill. mas paraméterértékekhez tartoz6 megoldasokrol. Nemlineéris
differencidlegyenlet-rendszerek esetén pedig a megoldasok igen bonyolultak is lehetnek, ¢€s jellegiik
is (pl. monoton-e vagy sem) érzékenyen fligghet a differencialegyenlet-rendszerben foglalt
paraméterek értékeitdl is. Ebben az attekintésben segit a dinamikai rendszerek — mas néven
nemlinearis dinamika - tudomanya, amely azt vizsgalja, hogy kiilonb6zd
paramétertartomanyokban milyen tipusi megoldasok 1épnek fel, milyen ezek stabilitdsa, és a
paraméterek valtoztatasaval ezek hogyan alakulnak 4t egymasba.

A dinamikai rendszerek elméletében alapvetd fogalom az allapottér, fazistér fogalma. A
fazistér a rendszert meghatarozo fiiggetlen allapotvaltozok (fazisvaltozok) altal kifeszitett tér,
amely pl. egy térben mozgd tomegpont esetében hat dimenzids (harom hely- és harom
sebességkoordinata); adott mennyiségli idedlis gaz esetén két dimenzids (pl. a p—V sik);
reakciokinetikaban a reakcioban résztvevé kémiai komponensek koncentracidit megado (tehat a
komponensek szaméval megegyezd dimenzids) tér. A fazistérben a rendszer adott idOpontbeli
allapota (fazisa) egyetlen ponttal (egy vektorral) adhaté meg. Az id6 valtozasaval a fazispont egy
gorbe — az Un. trajektoria — mentén mozog, a rendszer allapota az id6ben eldre-hatra egyértelmiien
kovethetd a fazistérben. (A fazistér maga nem tartalmazza az id6t.) A fazistér hasznalatanak az a
nagy elénye, hogy azon tobb kiindulasi allapotnak megfeleld folyamatot is dbrazolhatunk egyitt, és

! A matematikai definicié szerint dinamikai rendszernek nevezika @:RxM — M leképezést, ami megadja, hogy
az xg kezdeti allapot t id6 mualva mely x allapotba megy at, vagyis (t,xo)x, ha
- a leképezés folytonosan differencialhato;
- rogzitett t-re a leképezés kolcsonosen egyértelm(i és az inverz is folytonosan differencialhato;
- a leképezés csoporttulajdonsaggal bir, azaz cD(t,cD(s, x)) =d(t+s,x):
tidd

T PP X))= P+ x

? A sejtautomata modellek esetében a sejttér diszkrét sejtekbél all, melyek allapota valamilyen szabaly szerint
szinkronizaltan valtozik. Adott szabdly esetén a kiilonb6z6 kiindulasi dllapotok hatarozzak meg a sejttér idébeli
fejl6dését, vagyis, hogy pl. a sejtek kihalnak-e vagy élni fognak. Bizonyos esetekben hosszu tdvon kialakulhatnak
latvanyos all6 vagy haladd, periodikusan valtakozé mintazatok is.
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a paraméterek rogzitett értéke esetén egyetlen "képbe" stirithetjiikk az 0sszes lehetséges kiindulasi
allapothoz tartoz6 megoldast. A fazistérbe siiritett megoldasokat fazisfolyamnak nevezik (flow),
amit a faziskép, fazisportré abrazol.

A fazisportré jellegét meghatarozza, hogy a rendszer konzervativ, exploziv vagy disszipativ-e.

— Konzervativ rendszer esetében a trajektoridk legtobbje zart gérbe, mivel ekkor létezik egy
megmarado, “konzervalddd” mennyiség, amely egy-egy trajektoria mentén allandd. A megmarado
mennyiség 1étébol kdvetkezik, hogy a rendszer viselkedésének jellege hossza tdvon nem valtozik.

— Exploziv rendszer fazisterében majdnem minden vagy minden trajektéria "elmegy a
végtelenbe". Valodi fizikai, kémiai stb. rendszer esetében persze a “robbanés”, az expl6zid valahol
megall, hiszen nem all rendelkezésre pl. végtelen anyagmennyiség vagy nem érhetd el végtelen
nagy sebesség.

Modellek lehetnek explozivak vagy konzervativak, de a valdsagban szigort értelemben véve

minden rendszer

— disszipativ: ezek fazisterében mindig van egy vagy tobb halmaz — un. attraktor —, amely
“vonzza” a trajektoridkat. (A fazistér kevés szamu pontjat kivéve) tetszélegesen valasztott pontbol
kiindulva a rendszer egy atmeneti, tranziens szakasz utan el6bb-utobb valamelyik attraktorba jut
¢és azontul ott marad, a viselkedése allandosul. Az allandosult viselkedés jellegét az attraktor tipusa
hatarozza meg. A legfontosabb attraktortipusok a pont-, a periodikus és a kaotikus attraktorok.

A pontattraktor a fazistérnek olyan pontja, amelyet elérve a fazispont tovabb mar nem mozog, a
valtozok értékei allandosulnak (egyensilyi pont, vagy stabil stacionarius pont).

A periodikus attraktor egy zart gorbe a fazistérben, amelyen a fazispont minden periédusban
korbejar, a valtozok értékei egyszerli vagy Osszetett szabalyos oszcillaciokat végeznek (stabil
hatarciklus).

Kaotikus (mas néven kiilonos) attraktor a fazistérnek olyan részhalmaza, amelyen beliil a mozgas
nem ismétli onmagat, "kaotikus". A valtozok idébeli fejléddése szabalytalan gorbét ir le, amely
hasonlithat ugyan oszcillaciora, de nem jelolhetd ki rajta egy pontosan ismétlddd szakasz. A
fazistérben a nagyon kozeli pontokbdl (kozeli kiindulasi allapotokbdl) induld trajektoriak
egymastol exponencidlisan tdvolodhatnak, igy barmilyen kozel is vesziink fel két kiindulopontot,
azok nem maradnak egymas kdzelében (de mindkettd az attraktoron beliil marad). Ugyanakkor ez
a kaotikus viselkedés determinisztikus: azonos kiinduldsi &llapotbdl indulva mindig azonos
megoldast kapunk. Kisérleteknél azonban a kiinduldsi pontok, ill. a paraméterek értékeinek
tokéletes egyenldsége nem biztosithatd, igy mas lesz a megoldés. Kaotikus attraktor csak akkor
fordulhat eld, ha a fazistér legalabb harom dimenzios.

Ha a rendszert kitéritjiik addigi allapotabol, kimozditjuk az attraktorbodl, visszatér oda, mert
az attraktorok stabilisak, vonzzak a trajektoriakat. El6fordul azonban az is, hogy egy rendszernek
tobb attraktora van egyszerre; ekkor mindegyik attraktornak megvan a sajat vonzasi medencéje a
fazistérben.

Az attraktorok szdma ¢és tipusa egy adott dinamikai rendszernél fiigghet a rendszerben
szerepl0 paraméterek értékeitdl is. A paraméterek értékének valtoztatdsakor az attraktorok
szamaban és/vagy tipusadban bekovetkezd valtozast bifurkacionak nevezik. A kritikus bifurkacios
paraméterértéket atlépve a rendszer viselkedése hirtelen jellegében megvaltozik (pl. pontattraktor
helyett periodikus attraktor jon 1étre, amivel az addigi allandésult allapotot oszcillacié valtja fel).

A fazistér egy pontjan csak egy trajektoria mehet 4t a dinamikai rendszerek
determinisztikussaga miatt. Ennek megfelel6en a fazisportré koriilbeliili szemléltetésére alkalmas az
un. iranymezé6 is: a fazistérben bizonyos stirliséggel felvett pontokba a derivaltakkal megadott kis
vektorokat rajzolhatunk, amelyek a trajektoriaknak érintdi; ezek mutatjak, hogy az adott pontbol
merre fejlodik tovabb a rendszer.
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A dinamikai rendszerek alapfogalmainak megismerése utdn a tovabbiakban autoném
differencialegyenlet-rendszerekkel megadhato dinamikai rendszerekrél lesz szo:

x=fx) , ahol x € R" (a pont az 1d6 szerinti differencialast jeloli).

Az autonom azt jelenti, hogy a jobboldal az id6tdl expliciten nem filigg.

A differencialegyenlet-rendszer megoldasgorbéinek jellegérél (pl. arrdl, hany pontattraktora
van a rendszernek, van-e masféle attraktora is, mekkora az egyes attraktorok vonzasi tartomanya,
vannak-e végtelenbe mené megoldasok,...) nyerhetiink informaciokat maguknak a megoldasoknak
az ismerete nélkiil is (differencialegyenletek kvalitativ elmélete).

A differencidlegyenlet-rendszer vizsgalatanak 1épései:

1. Az egyensulyi, illetve stacionarius pontok meghatarozasa az f(x) = 0 algebrai egyenletrendszer
megoldasaval. Mivel ezekben a pontokban X = 0, ezért ezeket a pontokat kiindulasi pontként
valasztva a rendszer "0rokké" abban a pontban marad. Ha viszont kis zavarés, perturbacio kicsit
kimozditja a rendszert abbol a pontbol, akkor a rendszer vagy visszatér oda — ekkor a stacionarius
pont stabilis (pontattraktor), vagy nem — ekkor a stacionarius pont nem stabilis.

2. A staciondrius pontok stabilitasanak vizsgalata, amit a tovdbbiakban részleteziink.

Nemlinearis rendszerek stacionarius pontjainak stabilitdsvizsgalatat a linearis rendszerekére
vezethetjiikk vissza, ha a differencidlegyenlet-rendszert linearizdljuk a stacionarius pontok
kornyezetében, ezért eldszor a linedris differencidlegyenlet-rendszer stacionarius pontjanak
stabilitasat vizsgaljuk meg.

Linearis differencidlegyenlet-rendszer stacionarius pontjanak stabilitasvizsgalata

Egy linearis, autonom, allando egyiitthatos differencialegyenlet ill. -rendszer mindig megoldhato.
Egydimenzids eset:

Az x = kx differencialegyenlet x(0) = xo kezdeti értékhez tartoz6 megoldasa x(t) = Xo-ekt.

A stacionarius pont az X = 0 pont. Ez a pont k < 0 esetén stabilis (ekkor az exponencialis tag
1dében csokken, barmely xo# 0 pontbol az origdba tart), k>0 esetén nem stabilis.

Magasabb dimenzios eset:

Az x = AX lineéris rendszer megoldasa tipikus esetben §i-e7‘it tagok linearis kombinaciojaként all
eld, ahol Aj az A matrix i-edik sajatértéke és Sij a hozza tartoz6 sajatvektor. A stacionarius pont
tipusanak meghatarozasahoz ilyenkor tehat az A matrix sajatértékeit kell kiszamolni. Stabilis akkor
¢s csak akkor lesz a stacionarius pont, ha az Osszes sajatérték negativ. Ha a sajatértékek komplex
szamok, akkor a valos rész elgjelét kell vizsgalni.

Nézziik részletesen a kétdimenzios esetet:
(magasabb dimenzids linearis rendszernél a stabilitasvizsgalat hasonldo modszerrel torténik)

=[] A= 2] vy

dz1 Az2
X1 = a1X1 + a10Xo (13.)
Xo = @x1X1 + X2 (1b)
Az 11X +apXs =0, Ar1X1 + AxXo =0 (2)

algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk, hogy stacionarius pontja (mint minden linearis
rendszeré) az origo.
Az A matrix sajatértékeit a det(A—-AE) = 0 egyenlet (az un. karakterisztikus polinom) megoldasaval
kapjuk meg:
- A
det(A — AE) = det al; 12

51 gy — A =)\ (a11+az2) A + (a11822 — a10a21) =0 (3)

Ezt az egyenletet megoldva a sajatértékek:
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Ny o = all+322:|: (a1 +an) 4
127 75 2 —(aj1a —ajay)) (4)

A sajatértékektdl fiiggden a staciondrius pontok lehetnek:
stabilak, azaz vonzoak, ha mindkét sajatérték (valds része) negativ;
instabilak,
ezen beliil taszitoak, ha mindkét sajatérték (valos része) pozitiv;
un. nyeregpontok, ha az egyik sajatérték pozitiv, a masik negativ;
a vonzo ill. taszitd pontok lehetnek
csomopontok, ha a sajatértékek valdsak;
fokuszpontok, ha a sajatértékek komplexek;
¢s eléfordulhatnak elfajult esetek:
un. nyeregcsomo, ha (legalabb) az egyik sajatérték zérus;
un. egytengelyl csomo, ha a két sajatérték egyenld;
un. centrum, ha a komplex sajatértékek valos része zérus.

Rovidebb alakba irhatjuk a fenti kifejezéseinket, ha felhasznaljuk, hogy

an1dx» —apady =detA  és aptaxp=trA ("trA"az A matrix ,,nyoma”, ,trace”-e) (5)
Ezzel a karakterisztikus polinom:
A2 —trA - A +detA=0 (6)

¢s a sajatértékek:

2
hip= Tk /% _detA . 7

Ha kiszamoljuk az A matrix determinansat és nyomat, akkor a sajatértékek kiszamoléasa nélkiil is
megallapithatjuk, milyen tipusi a stacionarius pont a trA — detA sik, ill. az alabbi tablazat
segitségével:

\ adet A det A=tr2A /4
stabil instabil
fokusz fokusz

centrum

JiN

nyereg ——=e-=——

N2

8. Dinamikai rendszerek / 4



a sajatértékek: a trA —detA sik a staciondrius pont tipusa:
tartomanya:
A -2 <0,
az egyik sajatérték pozitiv, a masik detA<O0 nyereq
negativ
ReA;>0 é ReAr,>0 . instabil
> > . .
mindkét sajatérték (valos része) pozitiv et A>0 & trA>0 (csomo vagy fokusz)
ReX1 <0 és ReAp, <0 . stabil
> < , .
mindkét sajatérték (valos része) negativ et A>0 & tr A<O (csomo vagy fokusz)
. . 2 csomoé
A1 és Ay valdsak det A<(trA)° /4 (stabil vagy instabil)
. . 2 fokusz
A1 és A, komplex konjugaltak det A>(trA)°/4 (stabil vagy instabil)
A1 €s Ao valosak, _ ,
de legalabb az egyik zérus det A=0 nyeregesomo
M GS?\Q lforr}p le),( konjugdltak, detA>0¢éstrA=0 centrum
a valos résziik zérus
A1 és Ay valosak, és A = A det A = (tr A)*/ 4 egytengelyii csomo
Példa:
Adott egy kétvaltozos linearis rendszer A egyiitthato-matrixa:

Az [—pl —92]

Hatarozzuk meg, hogy a "p" paraméter értékét valtoztatva hogyan valtozik a stacionarius pont
tipusa!

Megoldas: tr A =p-2; trA=0, ha p1=2
det A = -2p+9; detA=0, ha p2=4,5
(tr A¥=4detA, ha p*+4p-32=0 = ps=4, p,=-8

tehat ha p<-8 stabilis csomod
-8<p<2 stabilis fokusz
2<p<4 instabil fokusz
4<p<45 instabil csomo
p>45 nyereg

Nemlinearis differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjainak stabilitasvizsgalata
Altalaban az x = f(x) differencialegyenlet-rendszer nem megoldhatd, de az Xo stacionarius pontokat
(az ilyen rendszereknek altaldban egynél tobb stacionarius pontja van!) ekkor is meg tudjuk
hatarozni az f(x) = 0 algebrai egyenletrendszer megoldasaval, és azok stabilitasat is meg tudjuk
vizsgalni a linearis esethez hasonldéan az alabbiak szerint.

A moddszer azon alapul, hogy az X, staciondrius ponttdl vald eltérésre, a & = X — Xo valtozora

vonatkozo differencialegyenlet-rendszer formailag megegyezik az eredetivel: £ = (&) (mivel X,= 0,

és ezért & = X), és megegyezik a staciondrius pontjuk koriili Taylor-soruk is:
% = f(x) =~ f(xo) + Of/OX - (X—X0) + ... ill.
E=1(8) ~f(0) + /oL - £+ ...

(A &-re vonatkozé differencidlegyenlet-rendszer stacionarius pontja az origd.)
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Xo stacionarius pont, ezért f(Xo) = 0, és Xo kornyezetében jo kozelités a linearis tag, a magasabb
rendii tagok elhanyagolasaval a differencialegyenlet-rendszert linearizalhatjuk a stacionarius pont
kornyezetében. A & = 0f/0¢ - & differencialegyenlet-rendszer pedig a fentiekben vizsgalt x = Ax
alak, vagyis €z az egyenletrendszer alkalmas arra, hogy meghatarozzuk az adott stacionarius pont
stabilitasat, tipusat.

A of/0 = of/ox = J matrixot Jacobi-matrixnak hivjak.

Az x =f(x,y), y=09(X,y) kétdimenzids nemlinearis differencidlegyenlet-rendszer Jacobi-matrixa:

of of
ox Oy

e ©)
ox Oy

A stacionarius pontok koordinatait egyenként behelyettesitjiik a J matrixba, és a kapott matrix
alapjan (a linearis esethez hasonldan) elvégezziik a stabilitasvizsgalatot. Ld. lejjebb a megoldott
mintafeladatokat.

(Megjegyezziik, hogy ha J-nek van zérus valosrészi sajatértéke, akkor a linearis kozelités nem
elegendd, magasabb rendii tagokat is kell vizsgalni a stacionarius pont stabilitdsanak és tipusanak
eldontéséhez.)

Példa:
Hatdrozzuk meg az alabbi rendszer stacionarius pontjainak koordinatait,
¢s linearizalas utan allapitsuk meg azok tipusat!

X=X+Yy

y=y+2)(y+1)(y+2x+1)

Megoldas:

A stacionarius pontok koordinatai:  X; =0, y1=0
Xo=1, Yo = -1
X3 =-1, Y3 = 1

A Jacobi-matrix:

1 1
J={2(y+1)(2y+4x+1) (y+2x)(y+2x+1)+(y+1)(y+2x)+(y+1)(y+2x+1)}
Az (x1,y1) = (0,0) pontban
(1 1]

e PI

detJ; =-1, tehat a (0,0) pont nyeregpont.

Az (X2,¥2) = (1,-1) pontban

M1 1]
12=[o 2]

detJ, =2, trJ;=3, (trJ;)>>4detJ,  tehat az(1,-1)pont instabil csomé.

Az (X3,y3) = (—1,1) pontban

1 1]
Ja=| 4 2]

detJ;=2, trdz=-1, (trJs)*<4detJs, tehat a(—1,1) pont stabilis fokusz.
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Kinetikai differencialegyenlet-rendszer felirasa a reakciomechanizmus alapjan

Tekintsiik a kdvetkezd reakciot:

aA+BB+...— > a'A+BB+... 9)

A, B, ... areakcidban részt vevo komponensek,
o, B, ... areagensek, o’, B’, ... a termékek sztochiometriai egyiitthatoi,
k a reakciosebességi egyiitthato.

Tomeghatas-kinetikat feltételezve a reakcid sebessége:
v=KA"[B] ... (10)

Az egyes komponensek koncentraciovaltozasanak sebességét leirdo differencidlegyenlet a
reakciosebességbdl ugy szamolhatd, hogy azt megszorozzuk annyival, amennyivel né az adott
komponens sztochiometriai egyiitthatdja a reakcioban (azaz amennyi keletkezik bel6le az adott
reakcioban). P1. az A komponens koncentraciévaltozasi sebessége a fenti reakcioban:

da]_
dt

Ha egy komponens tobb reakcioban is részt vesz, akkor az egyes reakciokra vonatkozé tagokat
Osszegezni kell:

A]= ('~ a) v = (o’ - o) K[AF[BF ... (11)

dlA] <
% = Z(oc' —a)-V;, ahol rareakciok szdma. (12)
i=1

Példaként 1d. a megoldott mintafeladatot az elvégzend6 feladat leirasa utan.
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A gyakorlaton és a jegyzokonyvben elvégzendo feladat:

Egy egyszeri, kétvaltozos reakciokinetikai rendszer stacionarius pontjainak meghatarozasa €s azok
stabilitasanak vizsgalata (a lentebb kidolgozott 3. példahoz hasonld modon), tovabba a faziskép
rekonstrualasa a PhasePictor nevii differencialegyenlet-rendszer megoldo program segitségével.

1. A kapott reakciomechanizmus alapjan irjuk fel a kinetikai differencialegyenlet-rendszert (9-12):
x=1(xy), y=9(xy)

A differencialegyenlet-rendszer egy paramétert tartalmaz, melynek értékét tekintsiik most eldszor

rogzitettnek (a gyakorlatvezeté megadja az értékét).

2. Keressiik meg a stacionarius pontokat az

f(xy)=0, g(xy)=0
algebrai egyenletrendszer megoldéasaval.

3. Allitsuk el6 a rendszer Jacobi-matrixat (8).
4. Sorra helyettesitsiik be a stacionarius pontok koordinatait a Jacobi-matrixba.

5. Szamoljuk ki az igy kapott matrixok sajatértékeit,
vagy pedig a matrixok determinansat és nyomat (5).

6. A sajatértékek, illetve a determinans és nyom alapjan (a 4.-5. oldalon talalhaté tablazat vagy az
abra segitségével) hatarozzuk meg sorra az egyes stacionarius pontok tipusat!

7. Irjuk be a differencialegyenlet-rendszeriinket a PhasePictor nevii programba.

8. Rajzoljuk meg a differencialegyenlet-rendszeriink fazisportréjat:
» astacionarius pontok koordinatainak ismeretében valasszunk megfelelé méretii ablakot;
» rajzoltassunk iranymezot;
» kiilonbozo kezdeti feltételeket megadva rajzoltassunk meg jellemzd trajektoriakat.
(A programhoz tartozé hasznalati itmutaté letdltheté a honlapunkrol.)
Keressiik meg a fazissikon a staciondrius pontokat, és vessiik Ossze stabilitdsukat a lineéris
stabilitasvizsgalat alapjan meghatarozott tipusukkal.

9. Otthoni feladat:
Végezziik el a fenti vizsgalatokat a paraméter egy masik értékére is! (A gyakorlatvezet adja meg a
masik értéket.)

10. Szorgalmi feladat:

Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a stacionarius pontok jellege, ha a rendszerben levd paramétert
bifurkacios paraméternek tekintjiik! Azaz: milyen paraméterértékeknél valtozik egy-egy
staciondrius pont jellege, milyen paramétertartomanyokban milyen tipusuak az egyes stacionarius
pontok.
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Megoldott mintafeladat:

frjuk fel a reakciésémanak megfeleld kinetikai egyenleteket, keressiik meg a stacionarius pontokat
¢s hatarozzuk meg azok tipusat!

1

K

2A+X - 2X
k

X+2Y 3 3Y
ks

Y -

A sebességi allandok egységnyiek; az A’ komponens koncentracidja paraméternek tekintendo.

Megoldas:

A kinetikai differencialegyenlet-rendszer felirasa:
[X]=x, [Y] =Y, [A] = ajeloléssel a reakcidosebességek

vi=kia®x; Vo= koxy*; Va=ksy;
ill. k; =k, = ks =1 esetén
Vi=aX; Vo= Xxy’; V3= y.

A koncentracidvaltozasi sebességek
Xx=(2-1) vy + (0-1) v,
y=(3-2) v, + (0-1) v3
tehat
x=a’x —xy? =x (& -y?) = x (a+y) (a-y) =f(xy)
y=xy -y =y (xy-1) = g(xy)

A staciondrius pontok meghatarozasa az
fixy)=x(@+y)(@a-y)=0
gixy) =y (xy-1)=0
algebrai egyenletrendszer megoldasaval:
f(x,y)=0 -bol vagyx; =0, vagy VYz3==a;
ezeket sorra behelyettesitve g(x,y)=0 -ba megkapjuk a hozzajuk tartozo y; ill. Xz 3 értékeket:

X1 = 0, Y1 = 0
X2 = 1/a, yo=a
X3 =-1/a, Y3 =-a

A Jacobi-matrix:
] _ra2 —y2 oxy |
_{ y>  2xy- 1J

Az (X1, y1) = (0,0) pontban:
3 :Laz 0 J
0 —
det J; = —a% < 0, tehat a (0,0) stacionarius pont a trA — detA alapjan nyeregpont.
Vagy: a karakterisztikus polinom  —(a?~A)(1+1) = A% + (1-a)L —a* =0
— a sajatértékek A1 =a’>0 és A12=-1<0 — nyeregpont.
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Az (X2,¥2) = (1/a,a) és az (x3,y3) = (—1/a,—a) pontokban:
[0 -2]

Jos :Laz 1J

detJ,3 =2a°>0, trd,s =1>0,
tehat az (1/a, a) és (—1/a, —a) stacionarius pontok a trA — detA alapjan instabil pontok;

fokuszok, ha detlos > (tr J3)/4, azaz 2a°>1/4 — a°>1/8
(tr Jpa)’/4 =1/4 >
csomok, ha detdys < (tr Jo3)%/4, azaz 2a°<1/4 — a*<1/8

Vagy: a karakterisztikus polinom —A(1-1) +2a =A% -1 +2a°=0
- a sajatértékek Aoz = = 12_832 ,
a® > 1/8 esetén komplexek pozitiv valos résszel — instabil fokuszok,

a’ < 1/8 esetén valosak és pozitivak — instabil csomék.

Bifurkacio-vizsgalat:
A (0,0) stacionarius pont az ’a’ paraméter értékétdl fiiggetleniil mindig nyeregpont.
Az (1/a, a) és (—1/a, —a) stacionarius pontoknak a = —/1/8 -nal és a = +,/1/8 -nal bifurkacios
pontjuk van:
a <—,/1/8 esetén instabil fokuszok;
—/1/8 <a<+,/1/8 esetén instabil csomopontok; Id. az F1 fazissikot a = 0,25 értékre;
a> +,/1/8 esetén instabil fokuszok; Id. az F2 fazissikot a = 1 értékre;

a =1,/1/8 esetén egytengelyli csomak;
a = 0 esetén a fenti 3 stacionarius pont egybeesik, de az x tengely minden pontja stacionarius
pont; ez elfajult eset, Id. az F3 fazissikot.

DM S RN NN EIENG ST TSRS AT IR NN N NG RTINS L e YN NS N N
...............................

\ N A NS NN 2 D v e
AN o ‘ DETE R R AR
—— — — — . — ] R
RO RN R R NN
ot SR aNENG | BT EENEE NGNS [N R AR A
F1: a=0,25 F2: a=1 F3: a=0

stacionarius pontok: stacionarius pontok: elfajult eset

(0;0),(4;0,25),(4;-025) (0;0),(1;1),(-1;-1) Xmin = Ymin = =8, Xmax = Ymax = 8

Xmin = Ymin = =5, Xmax = Ymax = 9 Xmin = Ymin = -3, Xmax = Ymax = 3

Az abrak a PhasePictor programmal késziiltek.
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