2. MECHANIKA

Periodikus mozgasok: kormozgas, rezgések, lengések

A mérés célja

A cimben szereplé mozgéasokat mindennapi tapasztalatainkbdl jol ismerjiik, €s kordbbi
tanulmdanyainkban is foglakoztunk veliik. Ezt figyelembe véve ennek a mérési gyakorlatnak
kettds célja van. Egyrészt az, hogy ezeket a mozgésokat kisérletileg tanulmanyozva még tobb
kozvetlen tapasztalatot szerezziink réluk. Mdsrészt viszont ez a mérés arra is lehetdséget teremt,
hogy atismételjiik a mechanika néhany fogalmat €s modszerét, pl. azt, hogy miként nyerhetd és
mit is jelent MOZGASEGYENLET.

1. Elméleti bevezeto

Hossz- és idomérés. Valtozds és vdltozdsi sebesség
A hosszusagmérésnél a mérdszalagot (amelyen egyenletes beosztds van) a kérdéses a targy mellé fektetve allapitjuk
meg annak a hosszat. Az idoméréshez valamilyen periodikus jelenségre van sziikségiink (pl. ingamozgas,
kvarckristaly vagy ammonia molekula rezgése), amelynél feltételezhetd, hogy mindegyik periédus egyforma médon
zajlik le. Egy jelenség kezdete és vége kozott eltelt id6 alatt tulajdonképpen azt értjiik, hogy az 6raként hasznalt
periodikus jelenség hanyszor zajlott le a kiinduldsi és a végallapot kozott. A masodperc a foldi atlagnap (a Fold
forgdsa is periodikus jelenség, tehat 6raként haszndlhatd) 86400-ad részeként lett kezdetben meghatdrozva, de most
madr vannak ennél sokkal pontosabb etalonjaink is (jelenleg ez a cézium 133-as izotdpjaval mitkodd atomora).

Tekintsiink valamilyen M mennyiséget, amelyet mérni tudunk, és amely az idében véltozik. (M lehet pl. a
hémérséklet, egy kémiai komponens koncentricidja, egy novekvd élesztdsejt tomege, avagy egy mozgd pont
tavolsaga az origdtdl, széval barmi). Vizsgalataink kezdetén a mért mennyiség értékét jeloljik M;-el, a vizsgélat egy
késobbi idopontjdban M,-vel. Ekkor az M megvdltozdsa alatt az alabbi kiilonbséget értjiik:

AM = M2 - M] .
Sokszor azt is szdmitasba akarjuk venni, hogy a véltozas milyen gyors, azaz hogy adott megvaltozas mennyi id6 alatt
jott 1étre. Ilyenkor a megvéltozast elosztjuk a hozz4 sziikséges idével, igy kapjuk az atlagos vdltozdsi sebességet:

VirLag =AM/ At,
ahol At a megvaltozas 1étrejottéhez sziikséges id6. (Lathatd, hogy ebben a hanyadosban az id6 ugyanolyan fontos
szerepet jatszik, mint a megvaltozas. Hidba nagy a megvaltozas, ha ez hosszu idobe telik, akkor a valtozasi sebesség
kicsi lesz, jelezve, hogy lasst folyamatrdl van sz6.)
Gyakran van sziikség a pillanatnyi vdltozdsi sebességre is. Ezt az atlagsebességbdl kiindulva gy kozelithetjiik, hogy
a At idot egyre kisebbre valasztjuk, hatarértékben nulldnak:

Vv _ . AM dM

PILLANATNYT = lim —— = —.
A0 At dt

A kinematikaban gyakran hasznélt fogalom a (pillanatnyi) sebesség. Ez. egy dimenziéban —pl. az x tengely mentén—
mozg6 pont esetén nem mds, mint az x koordindta pillanatnyi véaltozasi sebessége, azaz derivaltja:

v = dx/dt.
A sebesség is valtozhat, ennek a véltozdsi sebességét nevezziik gyorsuldsnak:

a = dv/dt = d*x/dt’.
Ha tehit meg van adva az x = x(t) fiiggvény, akkor ebbdl derivdldssal nyerhetd a v = v(t) fliggvény, amibdl pedig
Ujabb derivéldssal az a = a(t) fiiggvény.
Altaldnos esetben, ha ismert a helyvektor az id6 fiiggvényében, azaz az r = r(t) fiiggvény, annak derivéldsaval
kaphat6 a sebességvektor és a gyorsuldsvektor idéfiiggése: v = dr/dt, a = dv/dt = d*r/dt’.

1.1. Kormozgds

Itt most csak az egyenletes kormozgassal foglalkozunk. Kinematikai leirdssal élve egy
anyagi pontnak olyan sikmozgdsarél van sz6, amely egy R sugard koron torténik, mégpedig gy,
hogy ekoézben sem ennek a kornek a sugara, sem pedig a mozgds szogsebessége nem valtozik. Ha
a mozgast pl. az x-y sikban targyaljuk, és az o szog alatt a helyvektornak az x tengellyel bezart
(idében valtoz6) szogét értjilk, akkor az @ szogsebesség (az o szdg véltozdsi sebessége)
értelemszertien:

o = dov/dt.
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Kordbbi tanulmédnyainkbdl azt is tudjuk, hogy az egyenletes kormozgds is gyorsul6 mozgds, mert
bar a sebesség abszolut értéke nem, annak irdnya &llandéan véltozik. A gyorsulds a kor
kozéppontja felé mutat (centripetélis gyorsulds), nagysaga pedig

acp = R-®.
Dinamikai szempontbdl ebbdl az kovetkezik, hogy amennyiben egy m tomegii pont kering ezen a
korpalyan, akkor ez csak ugy valosulhat meg, ha a tomegpontra egy F., centripetalis (allandéan a
kor kozéppontja felé irdnyuld ) erd hat, aholis

Fep = m- ag.
Amennyiben egy bolygé korpédlyan kering a Nap koriil (a Fold pélyaja kozel ilyen), akkor a centripetdlis eré a Nap
altal kifejtett tomegvonzas. [Megjegyezziik, hogy a centripetdlis erd kifejezést kifejezetten kormozgdssal
kapcsolatban szokds haszndlni. A bolygdk mozgdsa természetesen mindig olyan erd hatdsdra jon l1étre, amelyik a Nap
mint vonzé centrum felé irdnyul. Ilyen centrdlis eré hatdsara azonban nemcsak korpdlyan, hanem ellipszis, sot

parabola, avagy hiperbola pdlyan is mozoghat egy anyagi pont. A centripetdlis erd tehat az dltalanos értelemben vett
centrdlis er6nek az a specidlis esete, amikor éppen kormozgds valésul meg.]

1.2. A harmonikus rezgdémozgds
1.2.1. A harmonikus rezgomozgds mint a kormozgds vetiilete

Kozépiskoldbodl tudjuk, hogy a harmonikus rezgdémozgéds az egyenletes kormozgas
vetiiletének foghaté fel. Ez kinematikai szempontbdl teljesen kielégitdé magyardzat, hiszen
tulajdonképpen csak annyit mond, hogy a vetiilet mozgésat ezentil harmonikus rezgdmozgédsnak
fogjuk nevezni. Azt a kérdést azonban, hogy egy rugoéra felfiiggesztett tomegpont miért végez
éppen ilyen mozgast, nemigen firtattuk. Mieldtt azonban erre a kérdésre ratérnénk, ismételjiik at
roviden a harmonikus rezgdmozgds kinematikai leirdsat. A kormozgds pdlydja legyen az x—y
sikban elhelyezkedd R sugaru kor. A kor kozéppontja legyen az origd. Ezen a palyan alland6 ®
szogsebességgel mozogjon egy m tomegli anyagi pont:

RN
(o~ t

2.1. dbra. Egyenletes kormozgds és vetiilete
(Vegyiik észre, hogy az x tengely 90 *kal el van forgatva az dbrdn!)

Ez azt jelenti, hogy amennyiben a helyvektornak az x tengellyel bezart szogét a-val jeloljik,
akkor ez a szog egyenletes kormozgds esetén az idovel aranyosan no:

oU=0t+0Q,
ahol ¢ az a szog értéke a t = O idOpillanatban. A helyvektor x és y komponense ennek
megfelelden:

x(t) = R-cos(ot + ¢)

y(t) = R-sin(®-t + )
Tekintsiik most az x tengelyen vett vetiilet mozgasat, az R sugérra utal6 jelolést pedig valtsuk fel
az A jeldléssel, ami a harmonikus rezgémozgéds amplitiidéja lesz. Igy tehat

x(t) = A-cos(®-t + @),
ami valéban a harmonikus rezgdmozgds jol ismert egyenlete. ® itt a harmonikus rezgdmozgas
korfrekvencidjdt jeloli.
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1.2.2. A harmonikus rezgomozgds sebessége és gyorsuldsa

Tudjuk, hogy a mozgés sebessége a helyvektor id6 szerinti derivéltja. Jelen esetben a ’v’
sebességet az x komponens 1d0 szerinti derivdlasaval kaphatjuk meg:

v(t) = dx/dt = — A-@-sin(®-t + @).
Tovéabblépve, az ’a’ gyorsulds a ’v’ sebesség derivdldsival nyerhetd, azaz az x mdsodik
derivéltjaként:

a(t) = dv/dt = d*x/dt* = — A-*cos(w-t + @).

1.2.3. Osszefiiggés a harmonikus rezgémozgds 'a’ gyorsuldsa és 'x’ kitérése kozott.
Most az ’a’ gyorsuldst irjuk az aldbbi forméba:
a=d*/dt* =— o™ [A -cos(-t + @)].
Jol lathatd, hogy a szogletes zardjelen beliil szerepld mennyiség éppen az x. Vagyis felirhato,

hogy
a=—0-x, avagy d*x/dt* = - w*x .

1.2.4. Dinamika. A harmonikus rezgomozgds mozgdsegyenlete
Szorozzuk meg az el9z6 egyenlet mindkét oldalat a mozgd pont tomegével:

ma=-—@-mx.
Ha ezek utdn a dinamika masodik axidmdjanak felhasznédldsdval az 'm-a’ szorzat helyébe az F
erdt irjuk, valamint az egy adott mozgds sordn dllando ‘ot m’ helyébe egy masik dllandét irunk,
amit k-val jeloliink, akkor arra az erdre, ami a harmonikus rezgdmozgést létrehozza, az aldbbi
egyenletet kapjuk:

F=-k<x,
ami nem mds, mint a rugalmas erd erotorvénye, amennyiben x a rugd deformdcioja. A
visszahuiz6 erd nagysdga ugyanis egy idedlis rugéndl ardnyos a deformécidjival, és avval
ellentétes irdnyd, éppen ugy, ahogy a fenti formula mutatja. Lathaté tehat, hogy a rugderd
valoban harmonikus rezgémozgést hoz 1étre.

Dinamika. Mozgdsegyenlet

A mechanikai feladatok szisztematikus megoldasdnal azonban altaldban forditva mertil fel
a probléma, tehat nem egy mozgdshoz keresiink erdtorvényt, hanem forditva: adva van egy
erdtorvény, €s a kérdés az, hogy az milyen mozgast hoz 1étre. Ebben az esetben tehat ismerjiik az
erdtorvényt, ami egy olyan kifejezés, amely megmondja, hogy az eré miként fiigg a helytdl, a
sebességtol és az 1dOtdl. Tehat dltaldnosan az er6tdrvény az aldbbi alakban adhaté meg:

F = F(r, dr/dt, t).
Ezutén ezt az er6torvényt beirjuk Newton masodik axiomédjdba:

m-d’r/dt’ = F(r, dr/dt, v).
A fenti egyenletet nevezziik a mozgis MOZGASEGYENLETENEK, ami a kezdéfeltételeken kiviil
mindent elmond az adott erétorvénynek engedelmeskedé mozgasokrol.

1.2.5. A mozgdsegyenlet megolddsa rugalmas eré esetén

A mozgésegyenlet megolddsa néha bonyolult lehet, mivel az nem algebrai, hanem
differencidlegyenlet. Mig egy algebrai egyenlet megoldasa az egyenlet gyokének vagy gyokeinek
megtaldldsat jelenti, a differencidlegyenlet megoldasa egy fiiggvény. A differencidlegyenletek
ugyanis a fliggvényegyenletek osztalydba tartoznak, vagyis nem egy ismeretlen x értéket, hanem
egy x = x(t) ismeretlen fiiggvényt keresiink.

A fentiekben a harmonikus rezgédmozgas egyenletébdl, az x(t) fliggvénybdl jutottunk el a
mozgasegyenlethez. Jarjuk be most a fenti utat forditva, azaz irjuk fel eldszor a harmonikus
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rezgdmozgds mozgasegyenletét, majd keressiik meg annak a megolddsit! A mozgisegyenlet
rugalmas erd esetén:

m-d*x/dt* = - k-x.
Ha a tomeggel osztunk, és az egy adott rugé és tomeg esetén allandé k/m ardnyt o’-el jeloljiik,
akkor a fenti differencidlegyenlet a kvetkezd alakba irhato:

d’x/de’ = - 0 x,
amelynek a megoldasat viszont mdr j6l ismerjiik:

x(t) = A-cos(m-t + @).
Tehat adott m tomeg és k rugdillandd esetén mindig olyan harmonikus rezgdmozgas fog
1étrejonni, amelynek korfrekvencidja

o=+k/m.
Az egyes konkrét mozgasok azonban kiilonboznek az A amplitid6 és a ¢ kezddfdzis szerint.
Ezeket az tn. integracids dllandokat a kezdeti feltételek szabjak meg:

2
(p=arctg(— Yo j, A= (V—Oj +X02,
OJ'XO Q)

ahol x¢ a kezdeti kitérés és vy a kezddsebesség.
Szorgalmi feladat: vezessiik le a fenti két osszefiiggést!

A differencidlegyenletek szerepe a mechanikdaban. Megolddsuk modszerei

Mint latjuk, a mechanikdban kozponti szerepet jatszik a mozgdsegyenlet, amely egy masodrendl
differencidlegyenlet, és amelynek a megolddsa a mozgd pont helye mint az id6é fiiggvénye. Fontos tehdt, hogy
valamit tudjunk a differencidlegyenletekrdl és megoldasukrol.

A differencidlegyenletek analitikus megolddsdt gyakran nem kalkuldciés algoritmusokkal nyerik, hanem
intuitive ,,megsejtik”. Ezutdn a sejtett megoldast —esetiinkben ez az x = A-cos(®-t+o) fiiggvény— behelyettesitik a
differencidlegyenletbe —ami nalunk a d*x/dt* = —o™x egyenlet—, és utina megallapitjak, hogy a megsejtett fiiggvény
valéban kielégiti a differencidlegyenletet. Esetiinkben ez az ellendrzés két egymadst kovetd derivalast igényel, semmi
tobbet, és ezt mar kordbban targyaltunk is. A jelen méréshez elég ennyit tudni a differencidlegyenletekrdl.

Az érdeklddd olvasoban esetleg felmeriilhetnek tovdbbi kérdések, amelyek koziil kettére taldn érdemes
kitérni. Az egyik: nem lehetséges-e az, hogy az x = A-cos(®-t+¢) fiiggvény mellett taldlhatok még mas fiiggvények
is, amelyek ugyan nem ilyen alakdak, de mégis kielégitik a differencidlegyenletet? (Ez az Gn. unicitds problém4ja.)
Csak a valaszt kozoljik: nincsenek ilyen fiiggvények. A mdsik gyakori kérdés, hogy mindig ilyen egyszerii-e egy
differencidlegyenlet megoldasa? A valasz: nem. SOt egyaltalan nem biztos, hogy a megoldds analitikus fiiggvényként
zart alakban felirhat6. A numerikus megoldas azonban minden esetben lehetséges.

1.3. Csillapitott rezgomozgds

A csillapitott rezgdmozgas esetén az er0torvény:

F = F(x, dx/dt, t) = — k-x — c-dx/dt,
vagyis itt a szokdsos rugder® mellett egy a sebességgel ardnyos, de avval ellentétes irdnyu
surlodasi ero is fellép. (Ez olyasmi erdnek felel meg, mint amikor viszkézus folyadékban mozog
egy test. A valdsdgban persze madsfajta surlodédsi erdk is felléphetnek, de azok esetében a
mozgasegyenlet Un. nemlinedris differencidlegyenlet lenne, melynek a megolddsa
koriilményesebb. Pl. a kozegellenallds éltalaban a sebesség négyzetétdl fiigg. E helyett a fenti
formuldban a sebességtdl linedrisan fligg a surlédasi erd.) A mozgdsegyenlet tehat:

m-d*x/dt” = — k-x — c-dx/dt.
Ha ezt végigosztjuk m-el, az aldbbi differencidlegyenletet nyerjiik:

d*x/dt* = — (0)*x — 2P-dx/dt,
ahol (0)” = k/m és 2B = c/m.

Ezutan vegyiik el6 a differencidlegyenletek megolddsdnak el6bb emlitett modszerét, a
megsejtést. Lattuk, hogy a csillapitatlan rezgdmozgds a kormozgas vetiiletének foghat6 fel. A
csillapitott rezgdmozgds esetén a rezgés amplitiddja fokozatosan csokken. Jelen esetben a
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megoldas tehdt esetleg felfoghatd lenne egy olyan egyenletes kdrmozgés vetiileteként, ahol a
szogsebesség éllandd, de a kormozgds r sugara folyamatosan csokken. Ha gondolatmenetiink
helyes, akkor lehet taldlni olyan monoton csokkend r(t) fiiggvényt, amelynek vetiilete helyesen
leirja a csillapodé rezgémozgast. Kisérletezziink avval az egyszer(i esettel, amikor az r sugar
csokkenési sebessége a sugar nagysagdtol linedrisan fiigg (vagyis minél nagyobb a sugar, annal
gyorsabb a csokkenés):

dr/dt = - B-r.
(Az, hogy az itt szerepl6 édllandé és a differencidlegyenletben szerepld f ugyanaz, természetesen
nem kovetkezik az eddigiekbdl, de késdbb majd belatjuk, hogy ez a helyes vélasztds.) Ennek a
differencidlegyenletnek a megolddsa

r=rg- e,
ahogy arrél behelyettesitéssel meggydzodhetiink. (ro a kezdeti sugér.) Az egyenletes kormozgés
€s a sugdr mentén befelé irdnyulé mozgds ereddjeként 1étrejovo un. logaritmikus spirdl palydja a
kovetkezd dbran lathato:

(=
NS ‘ N :

2.2. dbra. Csillapitott rezgomozgds mint a logaritmikus spirdl vetiilete
(Vegyiik észre, hogy az x tengely 90 *kal el van forgatva az dbrdn!)

Ha a mozgds vetiiletét tekintjiikk, akkor a csillapitott rezgdmozgés differencidlegyenletének
megoldésat az alabbi alakban kereshetjiik:

x(t) = Ao-e_B't-cos(co-t + ).
Ao és ¢ értékét a kezdeti feltételek hatarozzak meg.
Ha ezt behelyettesitjiik a differencidlegyenletbe (gyakorlasként tegyiik meg!), akkor l4tni fogjuk,
hogy sejtésiink valdban kielégiti a differencidlegyenletet, feltéve, hogy ® megfelel az aldbbi
reldcidnak:

(o)’ = o + B
Vagyis csillapitassal a rezgémozgas ® korfrekvencidja kisebb, mint a csillapitatlan rezgdémozgas
y korfrekvencidja:

o=+o,”-p>.

Ha a csillapitds igen nagy, azaz P > @y, akkor a mozgds aperiodikussd vélik. Az ilyen aperiodikus mozgédsokkal
azonban itt nem foglalkozunk, mivel a kisérleteinkben a csillapitds ennél joval kisebb.

1.4. Matematikai inga
A matematikai inga mozgasegyenlete, figyelembe véve, hogy a tangencidlis gyorsulds
a,= L-d*a/dt*, valamint hogy a szoggyorsulds és a szog ellenkez iranyu:
M-L-d*o/dt* = — M-g-sinaL.
Egyszerusitések utdn az alabbi nemlinedris differencidlegyenletet nyerjiik:
d*o/dt* = — (g/L)-sina.
Ezt a nemlinedris differencidlegyenletet nehéz megoldani. Alkalmazhatjuk azonban az aldbbi
kozelitést:
sinol = @,
ami 5° -nal 0,05 %, 22° -nal 1 %, 90° -ndal azonban mar 18 % eltérést okoz.
Igy a csillapitatlan harmonikus rezgémozgds mdr ismert mozgasegyenletéhez jutunk:
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dPovdt’ = - o*a,
aholis ® = g/L,
azaz az inga lengésideje T = 2m-\/L/g .

1.5. Torzios inga
Merev test rogzitett tengely koriili forgd mozgasa esetén az impulzusmomentum tétele az alabbi
formaba irhat6

M=08,
ahol M a forgatonyomaték, 0 a tehetetlenségi nyomaték, B pedig a szoggyorsulas:
B = d*ovdt®

A rugét torzios szdlként is felfoghatjuk, melyre igaz, hogy a forgatonyomaték (amely vissza
akarja dllitani az elcsavards el6tti dllapotot) nagysdga ardnyos a szogelforduldssal, és ellentétes
irdnyu avval, azaz

M=-D-«u,
ahol D egy ardnyossdgi tényezd (szamértékileg az 1 radidn szogelfordulashoz tartozo
forgatonyomaték), melynek neve direkcids vagy irdnyité nyomaték. Ha az impulzusmomentum-
tételbe beirjuk a fenti ,,nyomaték torvényt” (ami az er6torvény analogonja), akkor megkapjuk a
torzids inga mozgasegyenletét:

0-d’o/dt’ = - D-a,
Ez a differencidlegyenlet a

D/6 =
jeloléssel az ismert alakba irhaté:

d*o/dt® = - o*a,
amely differencidlegyenletnek a szogre nézve harmonikus rezgd (pontosabban mondva forgd) -
mozgds az ismert megoldasa:
o) = olprcos(-t + @).

2. Mérések

2.1. Kupinga

2.3. dbra. Kupinga
Tisztan ezt a mozgést nehéz 1étrehozni, ezért ezt csak kvalitative vizsgaljuk meg.

Eszk6z0k:
- damilra kotott anyacsavar
- stopper
- mérOszalag

Mérési feladatok:
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2.1.1. Vizsgdljuk meg kisérletileg, miért okoz problémat, hogy pontosan egy kupfeliileten
mozogjon a kotél! A kisérletet két hallgaté végezze: az egyik tartsa az ingdt, a masik prébdlja
meg mozgdsba hozni.
2.1.2. A kupinga keringési ideje
[12 2
Toop |V —R™

g
ahol L az inga hossza, R a kor sugara, melyen a tomegpont kering (a kup alaplapjanak a sugara),
g pedig a nehézségi gyorsulds (g = 9,81 m/s”). A formula szerint a nagyobb kordn keringé
kipinga hamarabb jdrja be ezt a nagyobb kort, mint a kisebb sugédron keringd. Vizsgdljuk meg
mérésekkel, hogy igaz-e ez a relacié? Ismét két hallgaté végezze a mérést: az egyik porgesse a
kipingat kicsi ill. nagy sugari koron, a mésik pedig végezze az idOmérést! Mindkét esetben a 10
kor megtételéhez sziikséges idot mérjiikk meg.

Kiértékelés:

2.1.1. Vezessiik le a kupinga keringési idejét leir6 formul4t!

Segitség: szamitsuk ki a centripetdlis gyorsuldst. Ez esetben a kotélero és a nehézségi ero eredoje
lesz a centripetdlis ero.

2.1.2. A 10 kor megtételéhez sziikséges 1dOkbol szdmoljuk ki a periédusidoket, majd a formula
segitségével a kisebb ill. nagyobb kor sugarat.

2.2. Harmonikus rezgomozgads. Csillapitott rezgomozgds.

Az elméleti részben a harmonikus és csillapitott rezgdmozgds tdrgyaldsdndl nem vettiik
figyelembe a gravitaci6 hatdsat, a kisérleti elrendezésnél azonban szdmolni kell azzal is.

Nézziink egy rugora felfiiggesztett tomegpontot. Jeldlje y az m tomegpont helyzetét a
felfiiggesztési ponttél mérve, €s L a rugd hosszat; ekkor az m tdmeg mozgésegyenlete az aldbbi
alaku lesz:

m-d*y/dt* = — k-(y-L) + mg — c-dy/dt.

Ez az egyenlet elso pillantdsra nem a csillapitott rezgdmozgasndl megszokott mozgasegyenlet, de
rogton be fogjuk mutatni, hogy olyan alakura transzformélhatd.

A fenti rendszer egyensilyl pontja az a pont, ahol a rugderd és a nehézségi erd
kompenzalja egymast, és ezért itt a tomegpontnak nincs gyorsuldsa (dzy/dt2 = (), valamint ahol a
tomegpont ott is marad, amennyiben nincsen sebessége (dy/dt = 0). Ezeket a feltételeket a
mozgasegyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy a kérdéses egyensilyi pont y koordinatdja

ye =L + mg/k.

Ezek utidn vezessiink be egy 4j x valtozdt, amely azt mutatja meg, hogy a tdmegpont milyen tavol
van ettdl az egyensulyi ponttdl:

x=y-yg=y - (L + mg/k).

A régi y valtozo6 az Uj x valtozoval kifejezve:

y =x+ L + mg/k.

Ha ezt behelyettesitjiik a mozgasegyenletbe, és figyelembe vessziik, hogy az 4j és régi véltozo
idoderivaltjai megegyeznek (hiszen L és mg/k idotdl fiiggetlen éllanddk), akkor az uj
mozgésegyenlet a megszokott

m-d’x/dt” = — k-x — c-dx/dt
alakot olti. Tehat a nehézségi er6 modositja ugyan az egyensuilyi helyzetet, de mds hatdsa nincs a
harmonikus rezgdmozgésra; valamint a rugé L hossza sem jatszik kozvetlen szerepet. (Kozvetett
szerepe azonban van, mert az ugyanolyan mindségii, de 2L hosszisagu rugé rugddllanddja fele
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akkora lesz, mint az L hosszusdgu rugdéé. Gondoljuk at, hogy miért? Ha nem taldljuk a valaszt,
akkor kérdezziik meg err6l a mérés vezetdjét!)

Eszkoz0k:
- allvany, mm-es leolvasdsra alkalmas skalaval
- rugdé
- anyacsavarok mint ismert tomegek
- PVC rid, amire a tomegeket tessziik
- ismeretlen tomeg
- stopper
- elektronikus mérleg

Meérési feladatok:

2.2.1. A rugé 'k’ rugéallandéjanak meghatarozasa:

Kiilonboz6 terhelések mellett olvassuk le a rugd legalsé pontjdnak a pozicidjat. Végezziik el a
mérést a PVC rud nélkiil, majd az iires PVC raddal, végiil 1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 és 16
anyacsavarral terhelve! Mérjiik meg a PVC rid tomegét a mérlegen.

2.2.2. Tegyiik a PVC rudra az ismeretlen tomeget (anyacsavarok most ne legyenek a rddon), és
olvassuk le a rugé legalsé pontjanak pozicigjat!

2.2.3. Rakjunk a PVC rddra 5, 10, majd 15 anyacsavart, hozzuk rezgésbe a rugét, és mérjiikk meg
a periddusidot! (10 rezgés idejét mérjiik meg!)

2.2.4. Szorgalmi feladat: Végezziik el a 2.2.3. mérést az ismeretlen tomeggel is!

2.2.5. Szorgalmi feladat: Mérjiik meg a 2 csavaros és a 20 csavaros terhelésnél is, hogy kb.
mennyi ido alatt csokken a felére a rezgés amplitiidoja! (Kvalitativ mérés: csak azt figyeljiik meg,
hogy melyik csillapodik gyorsabban!)

Kiértékelés:

2.2.1. Abrazoljuk a rugé legalsé pontjanak poziciéjit a csavarszdm fiiggvényében, és szamitsuk

ki a rug6 'k’ rugéallanddjét!

2.2.2. Szamoljuk ki az ismeretlen tomeget!

Szorgalmi feladat: Szamitsuk ki a tomegmérés hibdjdt, abbdl kiindulva, hogy a leolvasds hibdja 1 mm!
2.2.3. Szamoljuk ki a rezgdmozgas periddusidejét 5, 10, ill. 15 csavarnak megfeleld tomeggel, és
hasonlitsuk 0ssze a mért értékekkel!

2.2.4. Szorgalmi feladat: Az ismeretlen tomeggel mért periodusidébdl szdamoljuk ki az ismeretlen
tomeget!
2.2.5. Szorgalmi feladat: Magyardzzuk meg az eredményt!

2.3. Matematikai inga

Eszkozok:
- dllvany
- damilra kotott anyacsavar
- mérbszalag
- stopper

Mérési feladatok:
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2.3.1. Mérjiikk meg az inga hosszat. Mérjik meg az inga lengésidejét kis kitérések esetén. 10
lengés idejét mérjiik! Ismételjiilk meg a mérést 6tszor.

2.3.2. Ellendrizziik, hogy kis kitérések esetén a lengésido fiiggetlen az amplitudétdl, mig igen
nagy (kozel 90°-os) kitérések esetén a lengésidd valoban nagyobb!

Kiértékelés:

2.3.1. Szamoljuk ki a lengésidot, és a lengésidd hibajat 95 %-os konfidenciaszinten!

A lengésidobdl szamitsuk ki a g értékét!

Szamoljuk ki, mekkora hibdval tudjuk meghatdrozni g értékét, ha feltételezziik, hogy a
hosszmérés hibdja 2 mm!

2.4. Torzios inga (szorgalmi feladat)

Eszkozok:
- allvany
- rugdé
- hengeres miianyag doboz
- textilbakelit korongok
- stopper
- mérbszalag
- elektronikus mérleg

Mérési feladatok:

Meérjiik meg a rugébol és annak a végéhez erdsitett hengeres milanyag dobozbdl 4ll6 torzids inga
lengésidejét!

Meérjiikk meg a lengésidot ugy is, hogy a doboz aljdhoz a) egy, b) kettd darab textilbakelit
korongot erdsitiink.

Meérjiik meg a korongok tomegét elektronikus mérleggel, a sugarat pedig mérészalaggal.

Kiértékelés:

Szamoljuk ki a korongok tehetetlenségi nyomatékat!

(Korong tehetetlenségi nyomatékaa © =12 M-R? formuldval szdmolhatd.)
Szamitsuk ki a doboznak a forgastengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat!
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Kérdések, gyakorlé feladatok

Igaz-e, hogy*

- az egyenletes kormozgast végzd tomegpontra hat6 erok ereddje mindig a kor kozéppontja felé
mutat?

- egy pontos rugds erdméro rugdjanak a hossza bizonyos hatarokon beliil ardnyos a ra hat6
erfvel?

- egy rugds eromérdvel nem csak sztatikai erd-, hanem sztatikai tomegmérést is lehet végezni?

- egy kormozgds vetiilete egy olyan sikra, amely merdleges a kor sikjara mindig harmonikus
rezgdmozgdasnak tekinthetd?

- egy harmonikus rezgdmozgés periddusideje fiiggetlen a rezgés amplitid6jatol?

- a rugéallandot kétszeresére novelve, a rugd végén 1évo tomegpont tomegét pedig felére
csokkentve harmonikus rezgdmozgds esetén a periddusido is a felére csokken?

- ingamozgasndl a lengésido erdsen fiigg a kitéréstol?

- ingamozgasndl a lengésidd egyenesen ardnyos az inga hosszaval?

- kormozgast végzo tomegpontra hato erék ereddje mindig a kor kozéppontja felé mutat?

- harmonikus rezgdmozgasndl a rezgésidd az amplitidé négyzetgyokével egyenesen ardnyos?

- ha van két egyforma hosszu és egyforma k; rugédlland6ji rugénk €s az egyiket a masik végéhez
toldjuk, akkor az igy kapott rugé k rugéallanddja az egyes rugdkénak kétszerese lesz (k = 2 k;)?
- kipinga periddusideje csak a kotélnek a fiiggdlegessel bezart szogétdl fligg, a kotél hosszatdl
nem?

*A vdlaszokhoz indokldst is kériink!

Mit értiink sztatikai erd- €s tomegmérés alatt?
Mit értiink dinamikai erd- és tomegmérés alatt?
Szabad vagy kényszermozgdsrol van sz0 a kiipinga esetében? Indokoljuk a vélaszt!

M1) Kipinga hossza 1 m, a fiiggdlegessel bezart szoge 60°. Mekkora a korpdlyan keringd test
tomege, ha a fondler6 ION ? (g=9,81 m/sz)

Megoldas:
mg / Fopat = cos 60° = m=0,51kg

M2) Egy modellrepiilét L = 10 m hosszisagu fondlon korpalyén reptetnek ugy, hogy a fondl masik
vége egy pozna végéhez van erdsitve. A gépet tekintsiik egy tomegpontnak, amely minden
koriilmények kozott egy vizszintes sikban kering, de ennek a siknak a helyzete fiiggeni fog a gép
sebességétol.

a) Mennyi a repiil6gép sebessége, ha a fondlnak a fliggdlegessel bezart szoge o = 45° ?

(A gép szdrnyain keletkez06 felhajtéerdtdl egyeldre tekintsiink el.)

b) A gép szdrnyain a v = vgrir = 20 m/s sebességnél a repiildgép sulydnak megfeleld (fliggdleges
irdnyu) felhajtéerd keletkezik. Adjuk meg a keringési id6t ebben az esetben!

¢) *A gép szarnyain v = 2vggrrr = 40 m/s sebességnél a gép silydt 4-szeresen feliilmulé (fiiggdleges
iranyd) felhajtéerd keletkezik. Hany fokkal (B=?) emelkedik a gépet tarto

fonal a vizszintes f6lé ebben az esetben?
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Megoldads:

a)F,=mg-tg45°=ma, , ap= V2/r, r=L-sin45° = v=4/g-L-sin45° =84 m/s
b) mivel a fiiggdleges erdk kiegyenlitik egymast, a kotél vizszintes, r =L,
és 0=2n/T=vir = T=2nl/lv=ms~=3,14s
¢) Ftg=3mg, F,=mv/R, R=Lcosp =  sin’p+v*/(3gL)-sinp-1=0
= sinf=0,178, B=10,3°

M3) Kisérleteinkhez egyforma k erédllandé6ju sdlytalan rugék és m tomegli csavarok dllnak a
rendelkezésiinkre. Ha egy rugé végére 1 db csavart helyeziink, akkor a mért rezgésidd T.

a) Hanyszorosa ennek a T idének egy olyan rendszer periédusideje, amelyben N darab csavart
tesziink a rugd végére?

b) 2 rugét parhuzamosan kotiink egyetlen csavarra (a csavart két rugéval fiiggesztjiik fel).
Mekkora lesz igy a rezgés periddusideje? Indokoljuk a védlaszt!

¢) N darab rugét osszekotiink dgy, hogy az egyik rugd végét a masik rugé elejébe akasztjuk, azaz
egy “rugd lanc” jon igy létre. E lanc végére egyetlen csavart tesziink. Mennyivel hosszabb vagy
rovidebb ennek a rendszernek a periddusideje, mint az egy rugét és egy csavart tartalmazo
rendszeré?

Megoldas:
a) mivel T =2n,/m/k, Ndb esetén\/ﬁ -szeresére no
b) a két parhuzamosan kotott rugét egy kétszer akkora rugéallandéji rugénak tekinthetjiik, igy a

periddusidd 2 -ed részére csokken
¢) az N db egymas utdn kotott rugét egy olyan rugénak tekinthetjiik, melynek rugéallanddja N-

ed része egy rugdénak, igy a periddusidé +/ N -szeresére nd

M4) Egy 81,5 cm hosszd matematikai inga lengésidejét 1,800 masodpercnek mértiik 1 ms
hibaval

95 %-os konfidenciaszint mellett.

a) Mekkora nehézségi gyorsulds szamithat6 ebbdl?

b) Mekkora hibat okoz a nehézségi

gyorsuldsban az, hogy a lengésidot csak 1 ms pontossdggal ismerjiik? Vajon

megmagyarazza ez a mérés hibajat?

(Tudjuk ugyanis, hogy amennyiben a mérés Magyarorszdgon tortént, akkor az eredménynek 9,81
m/s” koriili értéknek kellene lennie.)

Ha nagyobb az eltérés, mint ami az idOmérés hibdjabol varhato, akkor vajon mi okozta azt?

Megoldas:
a) T=2nl/g = 9,93m/s’
2 2
b) az idémérés pontatlansigdbél eredd hiba |Ag| = 8(4“8—1;”) =8n’L/T’-AT =0,011m/s’

ez egy nagysagrenddel kisebb a mért és a valédi érték eltérésénél (9,93-9,81= 0,12 m/s?);
a nagy hibat a hosszmérés pontatlansdga okozhatta.
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MS) Egy rugés erdmérdre csavarokat helyezve azt tapasztaljuk, hogy az elsd két csavar hatdsara
még nem kovetkezik be megnyulds, és csak 4 csavaros terhelés utdn tekinthetd linedrisnak a
terhel0 tomeg — megnyulds diagram. Innentdl az eréméro rugdallanddja 5 N/m. 4 csavaros
terhelésnél a rugd végének pozicidja 4,4 cm. Most rafiiggesztiink a mérlegiinkre egy Tur6 Rudit
€s azt tapasztaljuk, hogy a rugd végének pozicidja 10,3 cm-re véltozott.

a) Mennyi a Tir6 Rudi tomege?

b) A 4 csavar €s a rugd végén levo tartészerkezet tomege egylittesen 60 g.

Mennyi a rezgésideje ennek a rendszernek,

€s mennyire n0 meg ez a Turé Rudi hatdsara?

Megoldas:

a) Mrgerudi- =K A =  mpgeruai=k-AL/g==5" (10,3-4,4)-10‘2/ 9,81 =0,03 kg =3 dkg
b) mk=-kx = o=+k/m=21/T = T=2n/m/k

m 4 csavar + tarie = 0,006 kg = T =0,688 s

m . yTarsRudi = 0,09 kg = T,=0,843s

M6) Mechanika mérésen matematikai inga lengésidejébdl szdmoljak ki a hallgatok a nehézségi
gyorsulds értékét. Az inga hossza L = 36 cm, a mért lengésidok
1,24 s 1,24 s 1,25 s 1,22's 1,24 s 1,25 s
a) Adjuk meg a lengésidot és hibdjat 90 %-os konfidenciaszinten!
b) Adjuk meg az igy szamitott nehézségi gyorsulas értékét
és hibajat 90 %-os konfidenciaszinten, ha a hosszmérés
hibdja 4 mm!

M?7) Egy €y =22 cm hosszu, k = 4,2 N/m rugddllandéju rugéra m tomegii testet akasztunk,
meghuzzuk lefelé Al = 12 cm-t, elenged;iik, és megmérjiik 10 rezgés idejét: tjp = 8 s.

a) Mekkora a rug6 végére akasztott test tomege?

b9 Mennyi lenne 10 rezgés ideje, ha kétszer akkora tomeget akasztandnk a rugd végére?
(A rugét kezdetben ugyanannyival hizzuk ki.)

MS8) Neil Armstrong a Hold felszinén egy £ = 26,0 cm hosszi matematikai inga lengésidejét 2,50 s-
nak mérte.

a) Mekkora nehézségi gyorsulds szamithat6 ebbdl?

b) Mekkora hibédval hatarozhaté meg igy a holdi nehézségi gyorsulds értéke, ha a lengésidd
mérésének pontossdga 0,01 s, az inga fonaldnak hosszat pedig 0,5 cm pontossdggal ismerjiik?
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