xXV. FEJEZET

GAUSS TORVENYE

A haz faldn Gauss halhatatlan szavai

azt hirdetik, hogy milyenek a lakoi:

. Nem kell szamldlnunk béviil a toltéseket,
ha ismerjiik a teret.”

ISMERETLEN BOLCS

25.1 Bevezetés

Az el6z6 fejezetben az elektromos erfteret tigy szemléltettik, mint a
terer8sségvonalak altal alkotott térbeli struktirdt, amely a tér minden egyes
pontjaban érzékelteti az E térerSsség nagysagat és irdnyit. Ahol a vonalak
egymashoz kozelebb helyezkednek el, ott a térerSsség erdsebb; ahol tivolabb,
ott pedig gyengébb. Az er6vonalakat gy képzeljiik el, hogy a pozitiv toltések-
bol indulnak és a negativokhoz tartanak, igy tehat az er§vonalak iranya meg-
egyezik a térerfsség irdnyaval. A térer8sségvonalak voltaképpen fiktivek; a
val6sdgban nem léteznek, viszont kitiing segédeszk6zok az elektromos erbtérrel
kapcsolatos fogalmaink kialakitisakor. Szemben a térerdsség-vonalakkal, az
elektromos térerfsség létezik: a térer8sség minden egyes pontjdban a
térerGsségnek meghatarozott nagységa és irdnya van, amit (legalabbis elvileg)
kisérleti iton megmérhetiink egy kis g, toltés odahelyezésével.

A kovetkezbkben az ergvonalak értelmezését még kvantitativabbi tesz-
szilk, és eljutunk egy nagyon hasznos tdrvényhez, a Gauss tirvényhez,
amely ajabb médszert kinal az elektromos erdterek -meghatirozésara. Ezt,
elsdsorban szimmetrikus toltéseloszlasok esetében, sokkal kénnyebb alkal-
mazni, mint a 24. fejezetben leirt Coulomb torvényt.

25.2 Az elektromos fluxus

A tovibbiakban az er6vonalak értelmezését oly modon terjesztjiik ki, hogy
ne csak szemléletes, hanem kvantitativ is legyen. Definidljuk az elektromos
Sluxus fogalmat, ami 1ényegében az adott feliiletet metszé erévonalak szama.
Tekintsiink egy E térer6sségli homogén erdteret, és egy képzeletbeli, a térre
merGleges A feliiletet (25-1 abra). Ezen felillet ®; elektromos fluxusat az
aldbbi formuldval definidljuk:

O, = EA (25-1)

Alkalmanként olyan feliiletek is szerepelni fognak egyenleteinkben, amelyek
nem merdlegesek az er6vonalakra. Ha a sik feliilet nem merdleges az erévo-
nalakra, mint az a 25-2 dbrén lathaté, viszonylag kevesebb er6vonal metszi a

az A
teriilet

25-1 dbra

Az A teriiletli siklap merGleges az E
térer6sségli homogén elektromos
er6térre. Ezen a feliileten az elektro-
mos fluxus @, = E4.



596 25 / Gauss tbrvénye

az A
teriilet

az A

. £ -
az A'terlilet =A cos @
i‘ 25-2 abra a) Haaz A feliileti siklap nem b) Vegyiik észre, hogy az 4 és 4’
Olyan A teriilet( feliileten 4thaladé erd- mer6leges az E erévonalakra, kozotti szog éppen egyenld a
f vonalak, amelyek n normélvektora a akkor a vetiilete 4' = 4 cos@ . feliilet n normalvektora és a
1 térersség E vektordval O szoget zar be. térerdsség E vektora 4ltal be-
zart szoggel.

feliiletet. Legyen A' az A felilletnek az er6vonalakra merGleges sikon lévo
vetiilete. A két feliilet kozotti viszonyt az A" = A cosq 0Osszefiiggés irja le.
Minthogy mindkét feliiletet azonos szdmu erSvonal metszi, igy a 25-1
egyenletbd] kovetkezden a @ elektromos fluxus,:

@, = EA’ = EAcos (25-2)

Lathaté, hogy a @ elektromos fluxus akkor maximalis, ha a feliilet éppen
merdleges az erdvonalakra.

Ebben a fejezetben gorbiilt feliiletekkel is taldlkozunk, amelyek mentén a
| térerésségnek mind nagysaga, mind pedig irdnya véltozik. Ennélfogva altalano-
H sitsuk az elektromos fluxus definiciéjat oly modon, hogy vezessiik be a feliilet-
| re merdleges AA feliiletelem-vektort. Tovabba, foglalkozzunk zart felilletekkel.
Az egyértelmiseg kedvéért a AA vektor iranyat mindig Ggy vélasztjuk meg,
hogy kifelé mutasson (25-3 dbra). Felhasznalva két vektor skaldris szorzatanak
I definici6jat, (A - B = ABcost ), AD, az alabbi modon irhato:

| A®, = EAdcosd = E-AA (25-3)

|| _ Végezetiil, ha az egyes A4 elemi feliiletek nagysaga zérushoz tart (és az ele-
mek szama a végtelenhez), akkor a feliilet d4 differencidlja és az elektromos
fluxus d®, differencialja kozott az alibbi dsszefiiggéshez jutunk:

\‘ ELEKTROMOS FLUXUS
‘\

i =E- 25-4
DIFFERENCIALJA: do, Dy B dA (25-4)

ahol dA a zart feliiletbd] kifelé mutatdé normélvektoru feliilet differencidlja.
Véges tartomanyban valamennyi elemi feliiletre elvégezve az dsszegzést azt
kapjuk', hogy

AZ ELEKTROMOS FLUXUS @, ®, = IE I

. (25-5)
4ltalanos definicidja Feliiletre

Az elektromos fluxus egysége Nm?*/C.
Szerencsére az integral értékét sohasem kell olyan bonyolult alaki fe-
lilletre kézvetleniil kiszamitanunk, mint amilyen a 25-3 abran lathato. Mint

25-3 abra
Zart feliilet, néhany AA feliilet- ' Az integrélast tetszés szerinti feliletre elvégezhetjiik. Zart feliilet esetében az § jelolést
vektorral, melyek merdlegesek a fel- haszndljuk. (Vegyiik észre a jelélésbeli hasonlésdgot azzal az esettel, amikor zirt gorbe

szinre és kifelé mutatnak. fiehtan imtspRiinG EF )
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Emeae e et s b e

azt a kovetkez6 részben megmutatjuk, az elektromos toltés inverz negyzetes
tavolsagfiiggésii terének egy érdekes tulajdonsdga miatt az ilyen bonyolult
integralas egyszeri meggondolésokkal helyettesithetd, s igy nem vesziink el
az integralds részleteiben. E18bb azonban megmutatjuk, hogyan kell az elekt-
romos fluxust egyszer(i esetekben kiszamitani.

25-1 PELDA

Tekintsiink egy E térerdsségii homogén elektromos erdteret,
amelynek az er6vonalai az x tengely pozitiv iranyaban haladunk.
Szamitsuk ki az eredd fluxust olyan £ élhosszisagh kocka teljes
feliiletére, amelynek élei parhuzamosak a koordinatarendszer ten-
gelyeivel (25-4 dbra).

MEGOLDAS

Mintaogy E és dA vektorok merélegesek egymasra a kocka négy
lapjan, a fluxus ezeken a lapokon zérus. Mindegyiken ugyanis
®, = [E-dA = [ B(cos90") da=0
=0

A masik két lap esetében el8szor vegyiik tekintetbe, hogy az erd-
vonalak a bal oldali lapon 1épnek be a kockaba, igy az E és dA ko-

zo6tti O szog azon a lapon 180°. Tehat

@, = jE-dA Z j E(cos180°)dd=~E jdA Loyt
PR oL s e

bal bal =1 bal

oldallap oldallap oldallap
Az erévonalak a jobb oldali lapon lépnek ki a kockabél, ahol 8 = 0:
®,= [E-dA= | E(cos0")da=E [aa=Ee
4 ——— 3
jobb jobb =1 jobb

oldallap oldallap oldallap

A teljes fluxus, a kocka osszes lapjat szimitva igy

@, =-E(*+El* =0

25-5 dbra
A 25-2 példahoz.

Yy
ol
)+dA*' :
—— N E
= AP AN
e oD
= E‘gg - JAT
Sie T R
7l¥_ e
25-4 abra

A 25-1 példahoz:Az { élhosszisagn
kockat egyik élével az E térerdssegi

homogén elektromos erétérrel parhu-
zamosan helyeztiik el.
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a) A Gauss-felilletr sugari gomb,
melynek kzéppontjaban helyez-
kedik el a g pontszer toltes.

b) Tetszés szerinti alakia Gauss-
feliilet belsejében a g pontszer(
toltéssel.

25-6 4bra
A g toltést koriilvevd Gauss-feliilet.

Miként az a 25-5 abran lathato, egy félhenger alaku feliiletet E tér-
erSsségli homogén elektromos erétérbe helyeziink. Az erfvonalak
merSlegesek a téglalapra, melynek hossza L, szélessége 2R. A gor-
biilt feliiletre alkalmazott integraldssal szamitsuk ki ezen a feliileten
az elektromos fluxust.

MEGOLDAS

Ki kell szamitanunk az IE -dA integralt a hengeres feliletre. Ave-

gett, hogy egyszertsitsiik az integralast, keressiink olyan dA elemi
feliiletet, amelynek normélisa mindentitt azonos szoget zar be az E
térerdsséggel. A szimmetriabol kovetkez8en legyen dA egy L hosz-
szasagh és ds = RdO szélességli vékony csik. fgy d4 = LRd0, és az
dsszegzés soran 6 zérus és kozott valtozik. Az E és dA kozott
szog [(7/2) — 6]. Igy tehdt:

@, =[E-dA= _[Ecos[(rr!Z)—B]LRdB = ELR_!sinQ a8

®, = ELR(-cos0)[; = ELR[~(-1-1]=2ELR

Képezziink most egy zart Gauss-feliiletet, gy, hogy a hengerfeliiletet
lezarjuk egy siklappal (amely a félhenger éleit osszekoti), valamint két
félkor alakt véglappal. Vegyiik észre, hogy a fenti eredmény (ellentétes
elgjellel) azonos nagysagi, mint a siklapon szdmithat6 fluxus:

j E-dA = E(cos180°)(2RL) =—2ELR .
fgy, a homogén E erétérben zart feliiletet képezve, a teljes feliiletre
osszegzett fluxus zérus.(jE- dA =0 a félhenger véglapjain, mint-

hogy ezeken E és dA 90°-o0s szoget zarnak be egymassal.) A ko-
vetkez6 részben ezt az eredményt altalnositjuk tetszés szerinti ala-
ki zart feliiletek és tetszGleges (akar inhomogén) terek eseteére.

25.3 A Gauss torvény

A vektorterek természetére vonatkozoan Karl Friedrich Gauss (1777-1855),
a XIX. szazad egyik legnagyobb matematikusa vont le eldszor alapvetd ko-
vetkeztetéseket, amelyek azoéta is nagyon fontosak a fizikédban. Gauss teve-
kenysége nagyban el@segitette az elektromagneses elmélet fejlédését. A Ga-
uss torvény targyalasat a legegyszertibb példaval kezdjiik: tekintsiink egy ¢
pontszer(l toltést, €s koréje, mint kozéppont koré képzeljiink el r sugar
gombfeliiletet , ezt Gauss—feliiletnekz nevezziik (25-6a dbra). Mekkora a (08
elektromos fluxus ezen a zért felileten? A sugarirdnyd, kifelé mend erévo-
nalak mindeniitt merdlegesek a feliiletre, és az E térerdsség a feliileten min-
deniitt azonos, igy a teljes fluxus

* A Gauss-feliiletek a szdmitdsokat segitd fizikai realitds nélkiili, hipotetikus feliiletek, me-
lyeknek tetszés szerinti alakjuk lehet.
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a) A sikszég definicidja: O=s/r
(radian egységekben), ahol s an-
nak az ivnek a hossza, amelyet az
r sugar kor kozéppontjabol 6
szog alatt latunk. A teljes koriv
2n sikszognek felel meg,

b) A térszdg definicidja:

Q= Afr? (szteradidn egységek-
ben), ahol A4 annak a feliiletnek a
nagysaga, amelyet az r sugara
gomb kozéppontjabol  térszog
alatt 1atunk. Egy térszogelemre:
AQ = AA/ r? (szteradian egysé-
gekben). Az A feliilet barmilyen
alaku lehet, de minden pontban
merdleges kell hogy legyen a su-
garra. Minthogy a gomb feliilete
4r’z , a teljes gombfeliilet

Q=4r’n/r* =4x szteradian
térszognek felel meg. Az Q tér-

AA feliilettel meghatdrozott kip
alal tartomannyal szemléltethe-
t6.

¢) Adott térszoget meghatirozo
felilletnek sokféle alakja lehet
(tetszdleges).

25-7 4bra

Az Q térszdg definicidja a sikszégével analég. Epplgy, mint ahogyan az s
hosszisagi iv mindeniitt merdleges a sugarra (7), az A feliiletnek mindeniitt
mer6legesnek kell lennie a sugarra. Minthogy Q hosszlsdgok négyzetének
a hanyadosa, egysége, ezért a szteradidn is, dimenziomentes szam.

®, = 3§E.dA = §E(cosO°)dA = EjﬁdA = E(4n 1)

A Coulomb térvény szerint a térerdsség E = q/ dmeyr’ , igy

q 2 q
O, =|——|drnr)=—
y {471’80}‘2 J( ) &y

A g PONTSZERU TOLTES TELJES q

(25-6)
®, ELEKTROMOS FLUXUSA =

Jegyezziik meg, hogy a @, fluxus nem fiigg a gomb nagysagatol.
Mi a helyzet, ha a t6ltést nem gombfeliilettel vessziik koriil (25-6b ab-
ra)? Bizonyithat6 a kovetkez8, nagyon fontos allitas:

Ha egy zart feliilet belsejében (bédrhol) g toltés talalhaté, akkor
a teljes feliiletre a §E -dA integral értéke mindig g/e .

Természetesen, az integralas sordn E térerSsség értéke a feliilet kilonbozd pont-
jaiban més és mds, és az E és dA vektorok éltal bezért szog is valtozik. Erdekes
mdédon mégis, fiiggetleniil a feliilet alakjatol, az integral értéke mindig g/e,.

A bizonyitdst a 25-7 abran definidlt Q térszog fogalmanak felhasznala-
saval kezdjiik. Tekintsiink egy g pontszerd toltést, amelyet tetszés szerinti

sz0g a kozéppontbdl kiindulé és a

elemi feliilet

AA

A AA feliiletelem
olyan vetiilete,
amely merdleges
az erbvonalakra

25-8 abra
Az abra q toltést kériilvevo dnkénye-
sen felvett feliiletet mutat. A A4 fe-

lilletelem nem merdleges a g-bol induléd
erGvonalakra. A AA’ -vel jelolt vetiilet,
amelynek nagysiga A4’ = Adcos@ ,
merdleges az er6vonalakra, és igy meg-
hatdrozza a AQ = (AdcosB)/r’
térszogelemet. A A4 elemi feliileta g
toltés helyérl AQ térszog alatt 14t-
szik.
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25-9 abra

Egy Gauss feliilet teljes @ elektromos
fluxusa csak a zart feliilet belsejében
16v6 toltések eljeles osszegétol fiigg.
Ennélfogva az S, feliilet eredd fluxusa
q,/€ ,» az S, feliileté pedig (g, + q.)€ .
Az S, feliileten keresztiil kifelé ugyan-
annyi erévonal megy at mint befele
(hiszen beliil nincsen tdltés) és igy az
S, feliilet fluxusa zérus.

alaku feliilettel vesziink koriil. A 25-8 dbra A4 elemi feliilete nem merdleges
a g toltésbdl kifelé indulé sugaririnyl er6vonalakra. A A4 feliiletre a A®;
fluxust a (25-3) egyenlettel szamithatjuk ki:

kq
2

AD; = E-Ad = EAAcosb :( ]AA cosf (25-7)

Vegyiik tekintetbe, hogy az er6vonalakra merdleges elemi feliilet Adcos ,

igy (Adcos@)/r* éppen a AQ térszoggel egyenl8. Tehét a teljes zart feli-
leten a fluxus

: 9
®, =§E-dA= k@ﬂfs— = kq§dg = kq(4m)
r
@, =1 (47)= = (25-8)
4me, £

Ez az eredmény fliggetlen a pontszerfi toltést koriilvevd zart feliilet alakjatol,
és attdl, hogy ezen a feliileten beliil a pontszerti t61tés’ hol helyezkedik el.
Tovabb4, a feliileten beliil akarhany pontszerd toltés lehet, tetszés szerinti
eloszlasban. A teljes toltés a feliileten belill: g, =X,g; .

Eddig megmutattuk azt, hogy @ =g, /&, barmely feliilet esetében..
Minthogy @ =jE-dA, e két dsszefiiggés kombinaci6javal azt kapjuk,
hogy

Barmely zart feli-
let esetében, ame-
lyen belil barhol

g, toltés van

A GAUSS

TORVENY §u-aa=2 (259)

€9

Ebbdl az kovetkezik, hogy nincs sziikségiink a ®; elektromos fluxus hasz-
néalatara. (Hiszen, az er6vonalak csupan hasznos, amde fiktiv segédeszko-
z6k!) Helyette Gauss torvényét hasznaljuk, ami kozvetlen kapcsolatot teremt
a toltések és a térerBsségek kozott, mégpedig masképpen mint a Coulomb
torvény. Szimmetrikus toltés-eloszlas esetében sokkal egyszerlibb a Gauss
tdrvényt hasznilni, mert a Gauss-felilletet a tér szimmetriijanak a figyelem-
bevételével Ggy valaszthatjuk meg, hogy az integral értékét konnyli legyen
kiszamitani. A Coulomb torvénnyel ellentétben — amely a toltések ismereté-
ben megadja a térersséget — a Gauss torvény arra is felhasznalhat6, hogy
megadjuk, mennyi toltés van az erdtér adott tartoméanyaban, ha ismerjiik a
térersség-eloszlast, igy Gauss torvényét ,,mindkeét iranyban” hasznalhatjuk.
A 25-9 dbra a Gauss torvénynek egy masik fontos tulajdonsagat illusztralja.
Noha g, a Gauss-feliilet belsejében 16vé toltések dsszege, az integral alatt
4116 E viszont a feliileten kiviil és beliil 1év6 dsszes toltéstdl szarmazo térerds-
ség.

Példainkban szimmetrikus toltéseloszlast tételeziink fel: noha a Gauss
torvény barmely toltéseloszlisra érvényes, csak a szimmetrikus esetekben
konnyii ilyen modon a szamitdsokat elvégezni. Azonban vegyiik észre, hogy
a Gauss torvény segitségével, pusztin szimmetria megfontolasokkal meg-
mutathatjuk, hogy milyen az elektromos erbtér szerkezete, anélkill, hogy
konkrétan kiszdmitanank. Avégett hogy a szamitdsok egyszerfiek legyenek,
olyan Gauss-feliiletet célszer(i valasztani, amelyik az erdtér struktirdjihoz,
szimmetridjahoz illeszkedik.

i

Ez az egyszerdi tétel a Coulomb-tér 1/#2-es tavolsagfiiggésének kovetkezménye.
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25-1 TABLAZAT A toltéseloszlasok jelolése

Eloszlas Szimb6lum Egység Elemi toltés

Pontszert toltés ¢ (@ q

Vonalmenti A C/m dg = Adx, ahol dx egy elemi vonalszakasz
Feliiletmenti fo C/m? dg = odA, ahol d4 egy elemi feliilet*
Térfogati yo) C/m3 dgq = pdV, ahol dV egy elemi térfogat*

* A feliiletet és a térfogatot gy kell megvalasztani, hogy benniik a téltés stirlisége dllandd
legyen.

Pozitiv toltések helyezkednek el egyenletesen egy végtelen hosszu
egyenes mentén. A vonalmenti toltéssiirliség A. Szamitsuk ki az E
térerdsséget az egyenestdl » tdvolsigban.

MEGOLDAS

Az erfvonalak minden iranyban indulnak ki a vonaltdltésbél.
Szimmetria okok miatt, a toltésekbdl szdrmazd tér tengelyirdnyd
komponensei egymast kioltjak'. Az eredmény az, hogy a térerfsség
sugdrirdnyn, és kifelé mutat. Barmely pontban a tengelytél » tavol-
sdgban (minden irdnyban) a térer§sség azonos.

Ennélfogva, a Gauss-feliilet akkor illik a t5ltéseloszlas szim-
metridjdhoz, ha r sugaril, L hosszisagl, a vonaltoltéssel koaxialis
hengert vélasztunk Gauss feliilet gyandnt (25-10 dbra). A henger-
felillet minden egyes pontjdban E térerSsség azonos nagysagi és
mindeniitt pirhuzamos a dA elemi feliilettel. A henger véglapjain E
mindeniitt merdleges dA-ra. A hengeren belill g, = AL toltés van.

Gauss torvényét alkalmazva

$E. A =2
80
ASE
§ E-dA + § EodA =——
A e e
Ahenger- o5 0%=] AvVEE- o5 90" =0 0
feliiletre lapokra
A
EQ2rrl) + 0 e S
£y
sugariranyban
Innen Fo_* g = y (2810)
2mer kifelé

Vegyiik észre, hogy ez a megoldas mennyivel egyszer(ibb, mint a 24-4 és 24-
5 példakban alkalmazott, a Coulomb-térvényen alapulé modszer. A Gauss
térvényen alapulé megoldis végezetiil csak azért egyszer(i, mert a Gauss-
feliiletet alkalmasan, az elektromos tér szimmetridjdnak megfeleléen valasz-

tottuk meg, és igy az §E-dA konkrét kiszamitisa mar egyszer{i. Noha a

A szimmetria megfontolasok masik formdja az, ha megmutatjuk, hogy a téltéssiirliség-
eloszlasnak nincs aszimmetridja, ami tengelyirdny(l térerésségkomponenst okozna. Mint-
hogy a toltéseloszlds a vonal mentén szimmetrikus, az egyediili lehet8ség, hogy a tér ko-
vesse ezt a szimmetridt, az, ha sugarirdnyl elektromos tér alakul ki.

a) A pozitiv téltések az dbra sikjara
meréleges egyenes mentén he-
lyezkednek el.

R e R

—

b) A vonalmenti toltés és a Gauss-
feliilet.

25-10 abra

A 25-3 példahoz. Egy hengeres Gauss-
feliilet megfelel olyan er8tér szimmet-
ridjanak, amely végtelen hosszn, al-
lando stirtiségli pozitiv vonalmenti
toltés koriil alakul ki. A dA elemi fe-
lilletek az erGvonalakra vagy meréle-
gesek, vagy parhuzamosak veliik.
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|
|
|
i e

elemi
térfogat dV

Gauss-feliilet

=2xrL dr
a) . A dV elemi térfogat r sugari, dr b) A Gauss-feliilet » sugara, L
falvastagsagn, L hossziisigi hosszisagh henger.
hengerpalast (cs06).
25-11'abra
A 25-4 példahoz. Allandé, p toltésstirliségi, végtelen hosszisdgl R sugarl

henger.

Gauss torvény elvileg barmilyen esetre alkalmazhatd, igazabol csak olyan
terek szamitasat lehet konnyen elvégezni, amelyeknek valamilyen nyilvan-
valé szimmetridja van.

Egy R sugari, végtelen hosszsag hengerben (25-11. abra) a ho-
mogén toltéssiirliség p (toltés/térfogat egységekben megadva).
Szamitsuk ki a) a henger L hossziisdgl szakaszanak O, toltését; b)
az E elektromos térerSsséget a tengelytdl r < R tavolsagban.

MEGOLDAS:

a) Térfogatmenti tltéseloszlasokra érvényes, hogy 0= J p dV . Eb-

ben az esetben a dV elemi térfogatokat tekintsiik vékony dr falvas-
tagsagu, r sugari, L hosszisagu hengerpaléstoknak (csoveknek): J

R R
Q:Jp d’V:JpZJrrLdJ":2:'1',0ij'i"-—*7r,oJLR2
0 0

b) A rendszer szimmetridja alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy a

ol T o
| r-szeril | %-]ellegu

E(r) térerdsség sugariranyu, kifelé mutat és adott 7-nél E térerGsség
r szerint | mindeniitt azonos. Olyan Gauss-feliiletet vilasztunk amely illik
linedrisan : chhez a szimmetridhoz: Legyen ez r sugard, L hosszisagu,
valtozd 0| R i amely az R sugard hengerrel koaxialis és a belsejében (lasd fel-
jebb) g, =mpLr® tdltés van.
25-12 4bra
A 25-3 és 25-4 példdkhoz. Az E tér- 4y
el e BEw $E-dA= =*
erbsség r fliggvényében egy R sugaru, &5
végtelen hosszusagl, homogén toltés- 5 . 2
eloszlést henger belsejében, illetve I E-dA+ J E.dA= npLr
azon kiviil. Az dbran E(r) pozitiv, ha i cm Ay, iyl &y

E(7) kifelé mutat.
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Tehat a henger belsejében a térerdsség egyenesen aranyos a
tengelyt6l mért tivolsiggal. A hengeren kiviil a térerGsség
ugyanaz, mint a 25-1 példa esetében. E, mint » fliggvénye van
abrazolva a 25-12 4bran.

E értékét kifejezve:

25.3 Gauss torvény 603

25-5 PELDA

Szamitsuk ki egy ¢ homogén pozitiv felilletmenti toltessiiriségi,
nagyon nagy (lényegileg végtelen) lemez térerdssegét.

MEGOLDAS

Szimmetriaokok miatt (hacsak nem vagyunk a lemez széle kozelében)
az elektromos er6térnek mindkét oldalon csak a sikra merdleges kom-
ponense lehet. (Nincs ugyanis olyan aszimmetria, ami azt eredményez-
né, hogy az erévonalak a siktdl messze valamilyen iranyban elhajolna-
nak.) Az erftér szimmetridjahoz olyan Gauss-feliilet illik, amely egy A
keresztmetszetli henger és amelynek tengelye a sikra merdleges, vég-
lapjai pedig a siktol, annak két oldaldn azonos tdvolsigban vannak” (25-
13 4bra). A feliileten beliil oA toltés van. Szimmetriaokok miatt a
térersség allando, a henger két véglapjira mer6leges és a paldsttal par-
huzamos. Gauss torvényét alkalmazva

fu-aa=2

€y

. oA

[ Eaa+ | B dA=—
. e S\ £
Mindkét ¢o50"=1 A cos90"=0 0

véglapra paldstra

Az elsé integral argumentumaban E térerésség homogén és azonos
nagysagii mindkét véglapndl, igy kiemelhet6 az integraljel elé:

E j dA= E(24) (figyelembe véve, hogy két véglap van). A maso-

dik integral értéke zérus, minthogy cos 90° = 0.

oA
EQA)+0=—
&g
Ll (a lemez sikjatol kifelé
Innen E= e mutaté irdnyt a sik mind- (25-11)
g két oldalan)

Minthogy a sikt6l valé tavolsig nem jelenik meg a kifejezésben, ar-
ra kovetkeztethetiink, hogy a térerésség a sik mindkét oldalan, a ta-
volsagtol fiiggetleniil azonos.

25-13 abra

A 25-5 példahoz. Egyenletes toltésel-
oszlast, o pozitiv toltésslirdségli vég-
telen siklap altal 1étrehozott elektro-
mos erdtér. A Gauss-feliilet henger,
melynek palastja, kovetve az erétér
szimmetridjat, a siklapra meréleges, a
henger véglapjai pedig, szimmetriku-
san a siklap alatt, illetve felett szer-
kesztett, azzal parhuzamos siklapok. A
henger paldstjit egyetlen er6vonal sem
metszi, ezek ugyanis merSlegesek a
véglapokra. (Henger helyett éppugy
valaszthattunk volna az er6vonalakkal
parhuzamos €lii téglatestet is, vagy
barmely més olyan testet, melynek

Nem lehetiink elére biztosak abban, hogy a térer6sség nem vialtozik-e a siktol valo tavol-
séggal. Viszont, a szimmetria miatt biztos az, hogy amennyiben ilyen tévolsigfiiggés léte- 5 e % "
ik, akkor annak a sik mindket oldalén azonosnak kell lennie. Ezért kotjiik ki, hogy a vég-  Kal, és feddlapjai pedig mer8legesek
lapok a sik két oldalén att6l egyenld tavol legyenek. rajuk.)

oldalai parhuzamosak az er6vonalak-
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25-14 abra

A 25-6 példihoz. o egyenletes pozitiv
felilletmenti toltéssiriiség végtelen
nagy vezetd sikon.

Gauss-feliilet a

elemi térfogat
dV=4xr*dr

a) A gémb teljes toltésének kisza-
mitasara hatarozzuk meg

R
0= Ip dV integralt, ahol dV a
0

dr vastagsagi, r sugari gdmbhéj
terfogata.

Gauss-feliilet b

b) A Gauss torvény szerint csak a
Gauss feliileten beliil 1év6 tolté-
seket kell figyelembe venniink.

25-15 abra
A 25-7 példahoz.

e e o o N S P i R e i e i gt
25-6 PELDA

Nagyon nagy méretli vezetd siklap feliiletén a toltések statikus
egyensilyban vannak. Szamitsuk ki a felszin felett a térer8sséget. A
feliiletmenti toltéssiirliség o.

MEGOLDAS

Statikus esetben a vezetd belsejében a térerésségnek zérusnak kell
lennie, mert maskiilénben a toltések elmozdulnanak. fgy az erévona-
lak a vezet6bdl indulnak és arra merdlegesek (25-14. dbra). Szimmet-
ria-megfontoldsokbol célszer ugyanolyan Gauss-feliiletet valasztani,
mint az el8z6 esetben; vegyiik viszont figyelembe, hogy ebben az
esetben az erévonalak csak az egyik véglapon haladnak ét.

$E-da = 2
ED
c A
JEdA+ [EdA+ | E-dA =
") —_— — oo
felsé gos0'=1 also (E=0) paldst ¢o500"=0 9
lap lap
A
E4 + 0 + Qa8 e
£y
AZ ,}IELE,KTR(__JMOS TER- = 104, a vezeto feliile-
EROSSEG KOZVETLE- o tére merélegesen | (25-12)

NUL A VEZETO FELETT

Ez a térer6sség éppen kétszerese annak, amit az el6zd példinal kisza-
mitottunk, és értéke fliggetlen a végtelen siklaptol valo tavolsagtol.

A (25-12) egyenlet gorbiilt vezet6 feliiletekre is érvényes, amelyeken o hely-
6l helyre valtozik. A feliilet bdrmely pontjidnak kozvetlen kizelében az E
térerdsség nagysdga o /g, és irdnya merdleges a feliletre. Az egyenletet
szemlélve paradoxonnak tiinik, hogy a feliilet kozvetlen kdzelében a térerds-
ség kizarolag a helyi toltéssiirliségtl fiigg, noha a térerésséget a teljes felillet
osszes toltése (kdzeli és tavoli egyarant) hozza létre.

25-7 PELDA

Egy R sugari gdémbnek p (toltés/térfogat egységben megadott)
egyenletes térfogatmenti toltéssiirlisége van (25-15 abra). Szdmit-
suk ki az elektromos térerdsséget a) a gombon kiviil; és b) a gémb
belsejében.

MEGOLDAS

Szimmetriaokokb6l arra kévetkeztethetiink, hogy az elektromos tér-
ergsségnek csak sugdriranyi, kifelé mutaté komponense lehet, a gom-
bon kiviil és beliil is. Tovabba, adott » értéknél, E nagysiga mindeniitt
azonos. Valasszunk egy ilyen szimmetridjii Gauss-feliiletet: legyen az
egy r sugar gomb, melynek kozéppontja azonos a gdmbével.

a) Har> R: a) eset A teljes g, toltés, ami a gombfeliilet belsejében

R
van, Q= Jp dv = pjﬂ 47 r’dr = p(4/3nR’) . Gauss torvényét

alkalmazva és figyelembe véve, hogy




\—

ﬁE-dA = E§dA = E(4r r*), azt kapjuk, hogy

’

$E-aa =L

&

0

P X

E(4mr®) = =

A . N

z egyenletet megoldva: i = S

dmeg ¥

Ez pontosan ugyanolyan inverz négyzetes tdvolsagfiigeés, mintha a Q l-
tést a gomb kozéppontiaban, poniszeri toltésként helyeztiik volna el
Avégett, hogy a veégeredményt a megadott mennyisegek fliggvényeként

: 4
kapjuk meg, végezziik el a kévetkezs helyettesitést: O = p(; aRk’) , ami-
nek eredménye:

gt
(p-7R") 3 TV
. PR sugdrirdny,
Har> R, = 4:3.9 = =[ % ];2‘ Eﬁt‘e]émutat ](25“13)
0 0

b) Ha r < R: Hogy kovessiik az E térerBsség szimmetridjat, valasszunk r < R
sugarii gémbot Gauss-feliiletnek ( a b jeld feliilet a 25-15b dbran). Gauss tor-
venyének alkalmazdsakor csak a feliileten beliil; g, Wltéseket kell figyelembe

venni. A példa a) pontja szerint, a 7= deV integralt kell kiszdmitani, ahol
(1]

. : ; . 4
most a fels§ integricids hatar nem R, hanemr. Igy, g, = p(g il

$E-da =2
£y
4
Edmr?) =27
€0

Har< R: (25-14)

E _( P Jr Eug&rirényﬁ, ]
o ifelé mutat
i elé mul

Tehit az egyenletes toltéseloszlast gomb belsejében a térerdsség
egyenesen aranyos a kozépponttol szamitott r tdvolsdggal. A 25-16

dbra az E térerGsséget r figgvényeként mutatja.
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Egy R sugari gombben a P pozitiv toltéssiiriség nem konstans, ha-
nem sugdrirdnyban p = By? fliggvény szerint viltozik, ahol B kons-
tans (25-17 dbra). a) Mi B SI mertékegysége? b) Szamitsuk ki a gémb
teljes O toltését; c) Mekkora az elektromos térerGsség, ha r < R?

6

A 16.5 fejezetben analog eredményhez jutottunk: homogén témegeloszlasi gémb gravita-
cios tere a gémbon kiviil ugyanolyan, mintha a teljes tomeg a kdzéppontban koncentralod-
na. Kir, hogy Newton még nem hasznilhatta Gauss torvényét. Annak, hogy Newton
Principidjdnak a kiad4sa majdnem 20 évig elhiizodott, részben az is volt az oka, hogy
Newtonnak nehézséget okozott a Holdra gyakorolt graviticios ergk Osszegzése, minthogy a
Féld nem pontszeri. Newtonnak ki kellett dolgoznia a differencilszdmitas elemeit, hogy
ezt a problémat megoldja; bar az altala hasznalt formalizmus manapsig meglehetésen kii-
l6nésnek tinik.

¥ szerint
linedrisan

25-16 abra

Az E térerSsség r fiiggvényében, egy
R sugarti, homogén pozitiv t6]tés-
stirliségli gomb belsejében illetve
azon kiviil. A gémbén kiviil a tér-
erdsségeloszlas éppen olyan, mintha a
teljes O t6ltés pontszert t8ltésként a
g6mb kdzéppontjiban lenne. (Eza
megallapitds csak gombszimmetrikus
toltéseloszldsokra igaz!) Az dbran
E(r) pozitiv, ha E(r) kifelé mutat.

# g6mb alakn
| elemi térfogat

dV=4zr2dy
|

|
|
E X i 8 et
irijellegi -~ Jellegl

i
|
I

0 R 5
25-17 dbra

A 25-8 példéhoz. Az E térerGsség r
fuggvényében abrazolva, olyan
gombszimmetrikus t6ltéseloszlas
esctén, amikor a toltéssiliriség

P =Br’® szerint fiigg a kdzépponttol
vett tivolsagtol. A gémbén kiviil a
térerGsségeloszlis éppen olyan, mint-
ha a teljes O t6ltés pontszerii t6ltés-
ként a gomb kdzéppontjaban lenne.
(Ez a megillapitas csak gombszim-
metrikus toltéseloszlasokra igaz!) Az
abran E(r) pozitiv, ha E(r) kifelé
mutat,
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# '

MEGOLDAS
a) Minthogy p dimenzi6ja toltés/térfogat, B-t kifejezve azt kapjuk,
hogy
C/m’
pe e (E) C
r m m

b) Minthogy a p toltésslirtiség sugariranyban valtozik, dsszegez-
niink kell a dV elemi térfogatokban 1év8 dg toltéseket, ahol az
egyes dV elemi térfogatok a kizépponttél azonos tavolsagban

25-18 abra vannfzk. Ezt azért tehetjiik, mert a p toltéssiiriiség értéke a dv

elemi térfogatban éllando. Vélasszunk 7 sugaril, dr vastagsagl

A szaggatott vonal olyan Gauss-
feliilet, amit az dnkényesen felvett gombhéjakat (25-17 abra), melyek térfogata dV = dnmrdr
alaki szilérd, elszigetelt, feltoltott ezen gombhéjak toltése ‘dg = pdn r’dr . Behelyettesitve a p =
vezetd belsejében, kdzvetleniil a feli-
let alatt képzeliink el. Gauss torvénye
alapjan, a vezetd belsejében a toltések
nem lehetnek nyugalomban. Nyuga-
lomban 1év6 toltések csak a feliileten
lehetnek.

B kifejezést és az Osszes gombhéjra r = 0-t6l r = R-ig az Osz-
szegzést elvégezve, azt kapjuk hogy

0=[dg=[pdv= [ Bri@nrtyr= anB[ r'dr
R

=fl—7rBR5
5
0

5
r

Q=47:B( P

¢) Valasszunk r < R sugari, gbmb alaki Gauss-feliiletet. A gémb
belsejében 1€vE g, toltés

192 s :jrpa‘V:Jr Br2(4ﬂr2)dr=—4-7rBr5
a) A térer6sségnek nem lehet a fe- 0 0 5
liilet sikjaval parhuzamos,

A Gauss torvényt alkal t kapjuk, h
(tangencialis) E, komponense, G S el

! mert a feliileten 1év8 szabad to1- §E ks b
‘_ tések elmozdulasat idézné eld. iaEEy
. 4nBr’
E(4nr’) = 5
0
3
Innen E= i’?—
£q

25.4 A Gauss fﬁrvény és az elektromos vezetok

Amikor elektromos toltéseket juttatunk szigetelt femes vezetSre, akkor azok
{8 elektromos erbteret hoznak létre. Az erdtér viszont a toltéseket mindaddig
g mozgatja, amig az elektrosztatikus egyensaly be nem all, azaz mindaddig,

a b} l?ﬁ{delt, def,ék’_i_ﬁg}’i vezetSkbol amig az Gsszes toltés nyugalmi helyzetbe nem keriil.” Ez a toltésatrendezddés
i allé , sarok” kozelébe helyezett

- pontszerii toltés és erdtere. Stati-

i
i kusnesct_!)en’az em‘_mn_alak a_ve- T A leirtak mind pozitiv, mind negativ toltesek esetén igazak. Noha csak a negativ toltes
| zetd feliiletéhez mindig derék- elektron képes a fémekben szabadon mozogni, pozitivan tltdtt vezetSben (amelynek elekt-
szogben érkeznek. ronokbol hidnya van) vannak olyan atomok, amelyekrél elektron hidnyzik: ezek a pozitiv
| t6ltések. Minthogy az elektronok a fémekben szabadon mozoghatnak, az elektronhidnyos
‘ 25-19 abra atomok magukhoz vonzzak a szomszédos atomok valamelyik elektronjét, és igy a szom-
| iy o fegid 5 szédos atom vilik pozitiv t6ltéstvé. Ennek hatésa olyan, mintha a pozitiv toltés ,ugrott”
{ Elektro,mos erdtér vezetd felillet kor- volna &t a szomszéd atomra, az elektronokéval megegyez mozgékonysaggal. Ennélfogva
‘ nyezetében, az elektrosztatikus egyen- mind a pozitiv, mind a negativ toltések ,szabad” toltéseknek tekinthetk: mindaddig sza-

suly fennéllasa esetén. badon mozognak, amig a statikus egyensily be nem 4ll.
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25-20 Abra

Légkorfizikusok sokdig kutattdk a
légkori elektromossag, a villdmok
okait. Minthogy pontos méréseket
nagyon nehéz végezni, a toltésszét-
valas mechanizmusat még nem
teljesen értjiik. Azt tudjuk, hogy
mechanikai, termodinamikai és
talan kémiai eredetii energidk jat-
szanak szerepet a toltés-szétvalasz-
tisban. Ezen az abran a zivatarfel-
hék leggyakrabban el6fordulé tol-
téseloszldsa lathato; bar néha a
toltések forditott polaritdssal he-
lyezkednek el. (A felhdn beliil az
erévonalakat nem abrazoltuk.) A
foldfelszin feletti elektromos tér-
erfsség iranya tehat felhds, illetve
napos idében ellentétes. Viharfelhd
alait az elektromos térerésség

104 N/C vagy még nagyobb is lehet.
Ha az elektromos térersség eléri a
10%-108 N/C nagysagrendfi értéket,
villimok képzédhetnek a felhSk és a
fold, de felh6k kozott is. Egy vil-
ldmcsapas soran altaldban néhany-
szor tiz C toltés semlegesitddik. A
villamban a csiicsaram 10-20 kA.

A Fold teljes felszinét egyidejlileg
mintegy 100 villam éri, amelyek 10
és 2 s kozotti id6tartamibak, villam-
lasonként 1-20 kisiiléssel. Konti-
nensek felett mintegy tizszer gyako-
ribbak a villamok mint az 6cednok
felett. (J. V. Iribame és H. R. Cho:
Atmospheric Physics, (Reidel
Publishing Co., 1980) cim( konyve-
bél atvéve.) Lasd még a 28-12 abrat
is.

nagyon gyorsan végbemegy: a legtbb esetben az ehhez sziikséges 18 elha-
nyagolhatéan kicsi. Gauss torvényébdl kovetkezik, hogy a vezetdre juttatott
tobblettoltés statikus egyensulyban a vezet6 kiilsd feliiletén helyezkedik el. Ezt
demonstralando, tekintsiink egy elszigetelt, tetszés szerinti alak fémes ve-
zet6t (25-18 4bra). Vegyiink fel egy Gauss-feliiletet a vezetS belsejében koz-
vetleniil a vezetd feliilete alatt (szaggatott vonal). Elektrosztatikus egyen-
silyban a vezetd belsejében az elektromos térerdsségnek zérusmak kell

lennie, igy a Gauss-feliilet egyetlen pontjit sem metszheti elektromos erévo- ———- e s
nal, tovdbba §E-dA=O. Ugyanezeknek a feltételeknek teljesiilniok kell —————- |

‘ barmely, a feliilet alatt mélyebben rajzolt Gauss feliilet esetére is. A Gauss % d ¢

‘ torvénybdl tehat arra kovetkeztethetiink, hogy a vezetSben sehol sem lehet ———- e
tobblettoltés, vagyis a tobblettoltésnek a feliileten kell lennie. S ok FlEEm T

Elektrosztatikus egyensilyban az elektromos erévonalak mindig a ve-
zet6k feliiletére merdlegesen futnak be, és ott a megfeleld elSjeld toltésekben
végz&dnek (25-19 dbra). Ha lenne ugyanis az elektromos térersségnek a
feliilettel parhuzamos komponense, akkor a feliileten 1év6 toltéseket elmoz-
ditana, azaz nem lenne statikus egyensily.

Mi torténik, ha feltdltetlen fémdarabot elektromos erétérbe helyeziink?
Kezdetben a vezet6 elektronjai egyenletesen oszlanak el az anyagban, és a
fémdarab mindeniitt elektromosan semleges. Azonban, a kiilsd elektromos
erbtérre valaszul, a szabad elektronok gyorsan az E térerGsség iranyaval el-

25-21 dbra

Egy kiilsd elektromos erétérbe helye-
zett toltetlen fémhasab feliiletén tolté-
sek jelennek meg: a vezet6 belsejében,
a megosztassal keletkez6 feliileti tolte-
sek altal 1étrehozott belsé erdtér kioltja
az eredeti er6tér hatasat, igy a hasabon
beliil zérus nagysagi térerésség alakul

Vajon a toltések a felilleten, vagy kdzvetleniil azalatt helyezkednek el? E kérdésre vila-
szoland6, az atomi mérettartomanyban kellene a ,felilet” fogalmét definidlounk. Ezt a
problémat pillanatnyilag megkeriiljiik; a ,.felilleten” és a ,feliiletnél” kifejezésck egyarant
jol fedik a lényeget. ki.
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lentétes irdinyban mozognak (minthogy F = (—e) E) és a fémtomb feliiletének
egyik oldaldn Gsszegylilve negativ feliileti toltést hoznak létre’. A masik oldalon
természetesen ennek megfeleléen pozitiv feliiletmenti t5ltés keletkezik (25-21
abra). A megosztds kovetkeztében a feliileti toltések mennyisége mindaddig no-
vekszik, amig létre nem jon a fémtomb belsejében az az elektromos térerésség,
amely éppen egyenld és ellentétes irdnyt a kiilsével. Igy (elektrosztatikus egyen-
sulyban) az ered6 elektromos térersség a vezetd belsejében zérus.

25-9 PELDA

Ureges vezet6 gomb iiregében kisebb, vele koncentrikus, szintén |
ireges vezeté gdmb van (25-22a dbra). A bels6 gdmb —Q negativ, a
kiils6 gomb pedig +3Q pozitiv téltésd. A toltések elektrosztatikus
egyensulyban vannak. Gauss térvényét alkalmazva, szamitsuk ki,
hol mekkora a toltés és a térergsség.

MEGOLDAS .

A vezetbk gémbszimmetridja miatt az elektromos térer6sség min-
deniitt sugariranyt, akar kifelé, akar befelé mutat.

1. tartomdny: A bels6 gomb belsejében 1év6 Gauss gémb fe-
lilletén beliil nincsenek toltések. Szimmetriaokokboél ezen a feliile-
ten (ha létezne) az E térerGsségnek mindeniitt azonos értékiinek

kellene lennie. Minthogy §E-dA =0, az E térerosség mindeniitt

zérus ebben a tartomanyban.

2. tartomdny: Minthogy statikus esetben vezetSk belsejében
nincsenek erévonalak, ha a Gauss térvényt alkalmazzuk olyan
gomb alakt Gauss feliiletre, amelyik éppen a bels6 gomb kiilsé fe-

lillete alatt van, azt kapjuk, hogy §E -dA =0, tehat a —Q toltésnek

a bels6 gomb kiilsg feliiletén kell lennie.
3. tartomdny: Minthogy a 3. tartomanyban megszerkesztett

Gauss-feliiletre §E-dA=—Q/ &, , az er6vonalaknak szimmetria-

okokbol sugédriranyban befelé kell mutatniuk, mintha a —Q pontsze-
rii toltés a gombok kozds kozéppontjdban lenne. Ennélfogva

ags

E, == r
2 dre v’

4. tartomany: Minthogy vezet6 belsejében E =0, és
ffE- d A =0, kovetkezésképpen a gémb alakia Gauss-feliilet belse-

Jében az eredd toltés zérus, vagyis a kiils6 gomb belsé falin +QO
toltésnek kell lennie, hogy a bels§ gomb —Q toltését kompenzalja.
5. tartomdny: A kiils6 gémbhéjon +30 toltés van. Minthogy —0 a
| bels6 feliileten van, +20 toltés lehet a kilsd felilleten. Az 5. Gauss-
. feliileten belil —Q +30 = +20 6ssztoltés van, aminek kdvetkeztében a
25-22 dbra . . / St e los ndonnotera i ]
. 5 : (szimmetriaokokbol) sugarirdny, kifelé iranyuld térerSsség olyan, mint
A 25-9 példahoz. Két koncentrikus ; T g S
o s Pt - amilyet a kozéppontban elhelyezett +20 ponttoltés hozna létre:
| vezeté gombhéj. A bels6 gombhéjon 20
-0, a kiilsén +3 0 toltés van. : el T SF
; > ldmegr |

A toltés- és térerGsségeloszlast a 25-22b dbrin vazoltuk.

°  Azelektronok Altaldban a feliilethez k6tott dllapotban vannak, noha megfelelden erds kiilsd

tér hatdsdra a téremisszionak nevezett folyamatban ki is léphetnek onnan. Feltételezziik,
hogy ez a példinkban nem torténik meg
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sszefoglalas

A @; elektromos fluxus annak mértéke, hogy egy felii-
letet hany elektromos er6vonal metsz 4t. Ha egy sikfe-
lilet normalvektora i, és a dA = ndA elemi feliilet
vektora @ szoget zar be az E homogén elektromos tér-
ersséggel, akkor a fluxus az aldbbi egyenlettel szamit-
hato:

@, = E4cosf

Altaldnosabban: @, = [E-dA
A

Zart feliilet esetében, a dA elemi feliiletvektor a kifelé
mutaté normalvektor irdnyaba mutat.

A Gauss torvény:

q ahol A tetszleges zdrt feliilet
b amelyen beliil, tetszé leges
§ E 3 dA = térbeli eloszlisban,

5 £ 0 Osszesen 95 toltés van

V térrészben van

1 aholap
toltéssiirdseg az
%E “dA = jp dv A feliilet ltal bezirt
A &y v

A toltéseloszlasok elnevezései, jelolései:

Eloszlas Szimbélum Egység Elemi toltés

Pontszer( tiltés q & q
Vonalmenti téltés A C/m dg = Adx
(ahol dx egy elemi vonalszakasz)

Feliletmenti t6ltés o  C/m? dg=odd
e (ahol dA egy elemi feliilet*)
Térfogatmeni t6ltés p  C/m>  dg=paV
(ahol d¥ egy elemi térfogat*)
* A feliiletet és a térfogatot tigy kell kivélasztani, hogy benniik a
t6ltés stirlisége dlland6 legyen.

Kerdesek

1. Beliil ires nagy gémb kézéppontjiban egy kis t&-
megii test van. Ha a gombén kiviil elhelyeziink egy
masik testet, vajon az iiregben 16v§ test érzékeli-e a
kiils6 test graviticios hatas4t?

2. Ureges, feltdltetlen fémgdmb kozéppontjaban egy
toltés van. Ha a gémbon kiviil elhelyeziink egy
masik toltést, vajon az iiregben 16v8 test érzékeli-e
a kiilsd toltés elektromos erGterét?

3. Ureges vezet§ gomb belsejében 16v6 toltés elmoz-
duldsakor megvaltozik-e a gdmbén kiviili elektro-
mos erdtér?

4. Olajon usz6 tireges fémgdmbre toltést juttatunk. Fel-
t51tdtt allapotban a gémb jobban vagy kevésbé meriil
az olajba, netén ugyanolyan mélyen marad? Miért?

A toltéseloszlas szimmetridja gyakran lehet6vé te-
szi, hogy az elektromos térerGsség szerkezetét meg-
hatdrozzuk anélkiil, hogy a konkrét szimitdst elvégez-
nénk. A Gauss térvény akkor alkalmazhat6 kénnyen az
elektromos tér kiszamitisdra, ha olyan Gauss-feliiletet
vélasztunk, amely megfelel a térerGsség szimmetridja-
nak: vagy legyen mindeniitt meréleges az erdvonalakra
és azonos térer8sségii pontokon haladjon at, vagy a tér-
erGsség irdnyaval legyen parhuzamos és igy az integral
ertékét nem befolyasolja.

Ha egy feliileten a feliiletmenti toltésstirliség o, ak-
kor annak kozvetlen kornyezetében a térerdsség értéke

o)
E=—
80

A feltdltott vezet§ anyagok elektrosztatikus egyensiily-
ban a kdvetkezikkel jellemezhetSk:

1) Statikus egyensiilyban a tobblettdltések mindig a
vezet6 kiilsd feliiletén helyezkednek el.

2) Az elektromos er6tér a vezet belsejében minde-
niitt zérus.

3) Elektrosztatikus egyensilyban az elektromos
er6vonalak a vezetSk feliiletére mindig merd-
legesen futnak be. Az elektromos térerdsség
nagysiaga a vezetd feliiletén o / £,, ahol o a lo-

kalis felilletmenti toltésstirliség.

5. Hogyan lehet az iireges fémgomb kiils feliiletén a
toltésslirliség homogén, ha a belsd feliiletén nem az?

6. Vilaszoljunk az 5. kérdésre ugy, hogy a kérdésben
a kiilsd és belsd szavakat felcseréljiik.

7. Miért nem célszerli a Gauss torvényt feltoltott
fémkocka éltal létesitett erGtér térerosségének ki-
szdmitasira hasznalni?

8. Miért vonzza az iireges fémgdmb fala a belsejébe
juttatott toltést, fiiggetleniil attél, hogy a gémb
toltott vagy sem?

9. Ha egy kisméretli pozitiv t5ltés és egy nagyméretii
fémgdmb vonzza egymast, akkor az azt jelenti va-
jon, hogy a fémgémbnek negativ téltése van?
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Feladatok

25.2 Az elektromos fluxus
25.3 Gauss tirvénye

25A-1 Szamitsuk ki a @ fluxust a 25-23 abrén illuszt-
ralt téltéseloszlas esetére, az a, b és.c zart feliletekre.

(a) (b)

25-23 abra
A 25A-1 feladathoz.

25A-2 Egy inhomogén elektromos térerdsség az x > 0
térrészben pozitiv x irny( és nagysaga 20x N/C, az x <
0 térrészben negativ x iranyQ és nagysdga 20x N/C.
Helyezziink el egy | m élhosszisagu (szigeteld) kockat
ugy, hogy kozéppontja a koordinatarendszer origdjaba
essen, és élei legyenek parhuzamosak a koordindtarend-
szer tengelyeivel. a) Véazoljuk fel a térerésségeloszlast.
b) Szamitsuk ki a kocka egyes lapjain a fluxust. c) Sza-
mitsuk ki, mekkora toltés van a dobozban.

25A-3 A 25-24 abran vazolt, £ = 5-cm oldalhosszisign
négyzetes keresztmetszetl csovet helyezziik az £ = 30
N/C térer6sségii homogén elektromos erdtérbe ugy,
hogy az erévonalak a csé tengelyével parhuzamosak

legyenek. Szamitsuk ki az _[E-dA értékét az abran

lithato ferde sik esetére, hogy meghatdrozzuk a teljes
@, elektromos fluxust, ami kilép ebbol az oldallapbol.

25-24 abra
A 25A-3 feladathoz.

25A-4 Egy L élhosszisagi kocka alaki Gauss feliilet
kbzéppontjaban +Q ponttdltés helyezkedik el. Tételez-
ZUk (e, Gogy a 0lidso0! (200 erdvonal fidul & SZir-
metrikusan. a) Szimmetria meggondolasokkal szamitsuk
ki a kocka egyes lapjain a kilépS er6vonalak szdmét
(tételezziik fel hogy egy erévonal sem esik éppen élre

vagy csucsra); b) Hany erévonal halad 4t a kocka teljes
felszinén? c) Tételezziik fel, hogy a pontszer( toltes a
kocka belsejében, de nem a kozepén helyezkedik el.
Melyik kérdésre kellene més valaszt adni, és miert?
25A-5 Két végtelen, szigetel6 sik mindegyikén egyen-
letes o toltéssiirliség van. A sikok egymassal parhuza-
mosak. A szuperpoziciés elv hasznalatdval hatdrozzuk
meg a két sik kozotti, illetve az azokon kiviil 1évé elekt-
romos térerdsséget.

25A-6 Oldjuk meg az el6z& példat agy is, hogy az egyik
sikon a toltéssliriség —o.

25B-7 Egy d vastagsagil' lemezben egyenletes p térfo-
gatmenti t5ltés van. A lemez a 1y és £z irdnyokban gya-
korlatilag végtelen (25-25 abra); az x tengely zéruspontjat
ugy valasztottuk meg, hogy az a lemez d szélességének a
felénél legyen. Szdmitsuk ki az elektromos térerfsség
nagysagat x pozitiv értékeire az a) 0 <x < d/2; b) x > df2
esetekre.

Y

25-25 abra
A 25B-7 feladathoz.

25B-8 Legyen a Fold felszine felett kis tavolsagban, az
iires térben egy proton. a.) Szamitsuk ki azt a: O tolteést,
amit (egyenletesen elosztva) a Fold felszinére kellene
juttatnunk, hogy akkora elektromos taszitéerst okozzon,
mint ami éppen kiegyenliti a Fold gravitaciés vonzo-
erejét. b.) Bz a O toltés a nagyobb tavolsagban 1év6 sza-
bad protonokra hato graviticids er6t is kiegyenlitene
vajon? Magyardzzuk meg.

25.4 Gauss torvénye és az elektromos vezetik

25A-9 Tekintsiink egy nagyon nagy sugart, elszigetelt

vezetd gombot, amelyen a (C/m? egységekben kifejezett)

homogén felilletmenti toltésstirliség o. a) Vezessik le,

hogy mekkora az elektromos térerdsség a gomb kdzvetlen

komyezetében. b) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora az
eleftromos tererdsseg egy afyan, nagymicreds sk ezl
koérnyezetében, amely a gdmbbel azonos feliilet(i és tolté-
sti. Tételezziik fel, hogy a sikon a toltés egyenletesen osz-
lik el, vagyis a szélek hatdsat elhanyagolhatjuk.
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25A-10 Tekintsiink egy 10 ¢m sugard iireges fémgom-
bét, amelyen +10 uC téltés van. Legyen a gémb kozép-
pontja a koordindtarendszer origdjdban. A gémb belse-
jében, az x = 5 em pontban legyen egy 3 uC nagysagu
pontszerii toltés. Szamitsuk ki az elektromos térerdssé-
get a gobmbon kiviil, az x tengely mentén. Vazoljuk fel
az ergvonalakat a gémbon kiviil és azon beliil.

25A-11 Tiszta, napos id8ben sik terepen vagy vizfelszin
felett az elektromos térer6sség kb. 130 V/m nagysagu €s
irdnya lefelé mutat. (Felhk alatt a térerGsség nagysiga
lényegesen valtozhat, az iranya akar ellentétes is lehet.)
Mekkora a feliiletmenti toltésstrliség ilyenkor?

25B-12 Egy nagyon hosszl, R sugari fémrudon o
egyenletes feliiletmenti toltéssliriiség van. a) Elhanya-
golva a rid végeinek hatdsét, szdmitsuk ki az E térerds-
séget a henger felszinét6l R tdvolsdgban. b) Szdmftsuk
ki azt a v sebességet, amellyel egy elektron a rid koriil
R tavolsdgban stacionarius korpalyin mozogna.

25B-13 A Fold felszine folotti elektromos térerdsség a fel-
szin feliileti toltésének kovetkezménye. Az elektromos tér-
er6sség a felszin feletti magassaggal véltozhat, mert a leve-
gében is lehetnek szabad toltések, amelyeken az ervonalak
végzodhetnek, miként azt a 25-26 dbra illusztralja. Tételez-
ziik fel, hogy 300 méter magassigban a térerdsség 100 N/C
és lefelé irdnyul, és 100 m magassigban 150 N/C és ott is
lefelé iranyul. a) Gauss torvényének felhasznalisdval szi-
mitsuk ki az 4tlagos p toltéssilirliséget a fenti két magassig
kozotti tartomanyban; b) Fejezziik ki a toltéssiiriséget tigy
is, hogy megadjuk a tébblet- vagy hianyz6 elektronok
kébméterenkénti szamét.

25-26 abra
A 25B-13. feladathoz,

Tovabbi feladatok

25C-14 Egy +Q t5ltésbsl 1200 er6vonal indul ki,
szimmetrikusan minden irAnyban. A Gauss-feliilet egy r
sugari gdmb, melynek kozéppontja a pontszer( t5ltésts]
2r tavolsdgban van (25-27 abra). a) Hany er6vonal ha-
lad 4t ezen a Gauss feliileten? (Utmutatas: A D fligge-
lékben megtalalhaté az Q térszog és egysége, a sztera-
didn definicioja. Egy pont kériili teljes tér 4 szteradidn
térszog(; egy kup, melynek nyilasszdge 26, Q = 2n(1 —
cos 0) szteradidn térszogli.) b) Szamitsuk ki a Gauss-

Feladatok 611

feliilet ‘@' = §E-dA eredd elektromos fluxusit, figye-

lembe véve, hogy a belépd erévonalak negativ, a kilé-
pok pedig pozitiv fluxust adnak.

gbmb alaku
Gauss-feliilet

25-27 abra
25C-14, feladathoz.

25C-15 A 25-28 abran illusztralt a belsé &s b kiilsg su-
garu, végtelen hosszil csé fala pozitiv toltési. A p tol-
téssirliség nem egyenletes: a és b kozdtt a tengelyt6l
vett tavolsdggal forditott aranyban valtozik, azaz ha
asr=b, p=k/r, ahol k egy SI egységekben meg-
adott konstans. a) Mi a k egysége? b) Szamitsuk ki az L
hosszisagh csédarab O toltését. ¢) Gauss torvényét fel-
hasznélva, hatdrozzuk meg az £ elektromos térerésséget
az r pontban (a < r < p).

25-28 abra
A 25C-15. feladathoz.

25C-16 Egy korai (és helytelen) hidrogénatom-modell
szerint, amelyet J. J. Thomson Javasolt, az atomban a +e
pozitiv tltés egy R sugara gombben egyenletesen van
elosztva. Ennek kézepén foglal helyet a pontszerif —e
toltésti negativ elektron. a) Gauss torvényét alkalmazva,
mutassuk meg, hogy az elektron a gomb kézepén nyu-
galmi helyzetet foglal el, és ha a kozéppontbol »< R
tévolsdgra kimozditanank, F = —kr visszatérité erd hatna
rd. b) Mutassuk meg, hogy k =e?/4ne,R®. ) Hats-
rozzuk meg az elektron kézéppont kériili kis ampliti-
doji (< R) harmonikus rezgésének f frekvencijat. d)
Szémitsuk ki, hogy R milyen értéke esetén kapunk a
rezgés frekvencidjira 2,47 10'S Hz értéket (ez a hidro-
geénszinkép legintenzivebb vonalanak frekvenciaja).

25C-17 A héliumatom Thomson-modellje (l4sd az el§-
z8 feladatot) szerint a +2e pozitiv toltés egyenletesen
eloszolva egy R sugarii gémbét alkot, melyben a két —e
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toltésti, pontszerii elektron szimmetrikusan helyezkedik
el (25-29 4bra). Mutassuk meg, hogy az elektronok d
egyensulyi tivolsaga R.

25-29 abra
A 25C-17. feladathoz.

25C-18 Egy R sugard gombben az E elektromos tér-
erbsség kifelé mutat, és értéke mindeniitt konstans, E.
fgy, E=E, ,ahol ¥ a kifelé mutaté sugaririnyll egy-
ségvektor. a) Felhasznalva Gauss torvényét vezessiik le
hogy hogyan flgg a p(7) térfogatmenti t6ltésstiriseg az
r sugartol. (Utmutatds: az integralszamitds alaptétele

szerint ha g(x):J:f(t)dt, akkor dg /dx= f(x). b)

A gomb kdzéppontjaval kapcsolatban milyen nehézség
adodik?

25C-19 Ahogyan a 25-30 abrén lathat6, az E térerdsse-
gli homogén elektromos térbe ugy helyezink egy R
sugard, sik lappal zart félgdbmbot, hogy az erévonalak e
stk lapon merdlegesen haladjanak. Szamitsuk ki a gor-
biilt feliileten a @ elektromos fluxust integralassal.
Utmutatas: figyelembe véve a szimmetriat, legyenek a
dA elemi felilletek az abran illusztrélt olyan vekony
gylirik (savok), amelyek mentén az E és dA kozotti 0
szog alland6. A savok dA teriilete a 2m(R sin 0) hosz-
szuk, és a ds = RdO szélességiik szorzata. Ennélfogva
dA=27R? sin@ dO . Az osszegzésnél 6, zérus és 2m
kozott valtozik. Az eredmény természetesen egyenld a
sik-lapon 4tmend fluxussal, de ellentétes el6jeld, azaz
_E(nr2). A teljes zart feliileten a fluxus zérus.

25C-20 Szigeteld anyagbol késziilt 2a sugar gombben
az egyenletes térfogatmenti toltéssiirliség p. (Tételezzik
fel, hogy a gémb anyaganak nincs hatdsa a térerGsség
nagysagara.) A 25-31 dbran l4thaté helyen a gombben a
sugara gomb alaku ireget képeziink. Mutassuk meg,
hogy az iiregben az elektromos térerGsség homogén és
nagysiga E_ =0 és E, =0/ 3

#

(Utmutatis: Az tregben lév8 erbter az eredeti gomb
erbterének és az iireg helyén elképzelt —p negativ toltés-
siiriség erdterének szuperpozicidja. Hasznos lehet az
tt=xX+yy vektordsszefiiggés is.)

g
N s =Rd

25-30 abra
A 25C-19. feladathoz.

25-31 4bra
A 25A-1. feladathoz. A gomb alaku iireg kozéppontja
az y = a/2 pontban van.
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A7 24-45 FEJEZETEK PARATLAN
SZAMOZASU FELADATAINAK

MEGOLDASALI

XXIV. Fejezet

24A-1
24A-3
24A-5
24B-7
24B-9
24B-11
24A-13
24B-15

24A-17
24B-19

24B-21
24C-23
24C-25
24C-27

24C-29
24C-31

24C-33

24C-35

24C-37 -

24C-39
24C-41

649 kg
2,27 % 10%
110 N 157°-ra a +x tengelytdl
21X G
x=0,817m
9,55 elektront
490x 107 C
y=(gE,2mv)x’
1,70 10" m
Oldre d(d+ L)
A vélasz adott.
A valasz adott.
A valasz adott.
W= Q2/8ne R
3,67 cm

2afml/ 2qE

z ek, 3
d= y, +—2= I = =—
2‘”[ mco\/—z_} 2
a) £, = AL/ 4me,al L’ +a®
bYE, =(;L/4rre,,)[(1/a)—(]f\/m]

A valasz adott.
A valasz adott.

25B-13
25C-15

25C-17
25C-19

b) 1,38 x 107 elektron/m® hidny
a) C/m* b) O = k2zL(b - a)

c) E=(kle )(1 —alr)
A valasz adott.
E(nR?)

XXVI. Fejezet
26A-1 a) 2,05 x 10°m/s

26A-3
26B-5
26B-7

26B-9

26B-11

26B-13

nma

eE”\/Eil

26C-17

E = (Q/4m’e,R,) sin(//2R), a megmarado

korivtsl kifelé iranyitva

XXYV. Fejezet
25A-1

25A-3
25A-5
25B-7
25A-9

25A-11

a) zérus b) 3g/e, c)—2q/s,

7,50 x 102 N-m*/C
a) zérus b) ole,
a) px/e, b)pd/2g,
a) a/g, b) o/2¢,
1,15% 107 €™

26C-19
26C-21
26C-23

26C-15

b)12eV, 1,92x 10" ] c) 3,89 ns
a)2,19x 10°m/s c)-13,6 eV
0,0415 kg/a; a kozéppontban

A vélasz adott.
1,01 % 10-19 N, 18,4° az x tengelyhez képest

0./2,30./2
A gomb belsejében £=0, V= —(140/3me,) uV

a gdmbok kozt
E = (80/4me p*) uN/C befelé,

v = —(1/475,)(80/r — 40/0,5) vV
a gombokon kiviil £ = (40/4rer”) pNIC,
befelé,

= —(40/4ner) pNV

o I+’

dre ! i v
a) C/m* b) 0 =A4nR'

c) E=Ar'fde, d)rzResetén V= ARY4e
r < R esetén V=(4/12¢ )(4R°—7")

2000 V
A vilasz adott.
a)2,72x10° m

b) 2,65 X 107 m/s és 6,19 x 10° m/s
c) 2000 eV, 3,20 x 10 6]

26C-25 2) (q/ZIr&O){[xz s —I/x}
b) (q/dme,(y+1/2)" +(y-1/2)" ~2/y]






