


at A'terillet:A cos 0

25-2 6bra a) Ha az A feliiletii siklap nem

Olyan I teriiletf feliileten 6thalad6 er6- mer6leges az E er6vonalakra,

vonalak, amelyek ff norm6lvektora a akkor a vetiilete ,4' : ,4 cos 0 '

Grer6ss6g E velrtor6val0 szbgetzfu be.

25-3 hbra
26rI felii,let, n6h6ny AA feltilet-

vektorral, mely€k mer6legesek a fel-

sziffe €s kifel6 mutatnak.

b) Vegytik 6szre, hogy azA Es A'
kiiz6tti sztig 6ppen egyenl6 a
feliilet ff norm6lvektora 6s a
t6rer6sseg E vektora 6ltal be-
z,6rt sziiggel.

feliiletet. Legyen I' az I feliiletnek az er1vorlalaklla mer6leges sikon l6v6

veti.ilete. A k6t feltitet koziitti viszonl az A'= A cosq iisszefiigg6s irja le.

Minthogy mindk6t feli.iletet azonos sz6m[ er6vonal metszi, igy a 25-1

egyenletb6l kiivetkez6en a Ou elektromos fluxus,:

@E= EA'=  EAcosq (2s-2)

L6that6, hogy a @u elektromos fluxus akkor maxim6lis, ha a feliilet 6ppen
mer6leses az er6vonalakra.

Eiben a fejezetben giirbiilt feliiletekkel is tal6lkozunk, amelyek menten a
t6rer6ss6gnek mind nagys6ga, mind pedig ir6nya v6ltozik. Erm6lfogva 6ltal6no-
sitsuk az elektromos fluxus definicifj6t oly m6don, hogy vezessiik be a feliilet-
re mer6leges AA feliiletelem-vektort. T ov6bb6, foglalkozzunk zrirt feliiletekkel.
Az egy€rtelmiiseg kedv66rt a AA vektor inlnydt mindig fgy v6lasztjuk meg,
hogy kifel6 mutasson (25-3 6bra). Felhaszn6lva k6t vektor skaliris szorzatAnak
definici6j6t, ( A. B = AB cos? ), Lquaz al6bbi m6don irhato:

AOu=Ed"{se5B=E [ l  (25-3)

Vegezetiil, ha az egyes /l elemi feliiletek nagysdga z6rushoz tart (6s az ele-
mek sz6ma a v6gtelenhez), akkor a feltlet d,4 differenci6lja €s az elektromos
fluxus d@. differen ci|lja kdzdtt az al bbi iisszefiigg6shez jutunk:

ELEKTROMOS FLUXUS
DIFFERENCIALJA: dOE

ahol dA a z6rt feliiletb6l kifel6 mutat6 normilvektoru feliilet differenci6lja.

V6ges tartom6nyban valamemyi elemi feliiletre elvlgezve az osszegze$ azI

kapjuk' , hogy

d@" = 7,. 46 Q54)

o, = JE dA (zs-s)AZ ELEKTROMOS FLUXUS @E
6ltal6nos definici6ja

Az elektromos fluxus egys6ge Nm2/C.
Szerencs6re az integr6l 6rtdk6t sohasem kell olyan bonyolult alakri fe-

liiletre kiizvetleniil kiszemihnunk, mint amilyen a 25-3 6br6n l6that6. Mint

' Az integr6l6st tetsz6s szerinti feliil€tre elv6gezhetjiik Z6rt feliilet eseteben az 
f 

jelOlest

hasznriljnk. (Vegyiil 6szre a jeliil6sbeli hasonl6sAgot azzal az esetbl' amikor zefi git$e
t

m€nt€n integrdlunk: 
9dl 

.)



25.2 Az elekfiomos fluxus 597

azt a kdvetkez6 reszben megmutatjuk, az elektromos tiiltes inverz negyzetes

trivols6gfiigg6sii ter6nek egy 6rdekes tulajdons6ga miart az ilyen bonyolult

integr6l6s egyszerf meggondol6sokkal helyettesithet6, s igy nem vesziink el

az integdliis r6szleteiben. El6bb azonban megmutatjuk, hogyaa kell az elekt-

romos fluxust egyszerfi esetekben kisziimitani.

|=_-

, 
't'

25-4 hbra
A 25- l  pe lddhoz :Az  I  6 lhoss / isdgu
kock6t egyik 6l6vel az E t6rer6ss6gii

homog6n elektromos ercit6rrel piirhu-

zamosan helyeztiik el.

ds: Rd9

5

f';--

25-5 ribra
A 25-2 p|ldbhoz.

Tekintstnk egy E t6rer6ss6gii homogen elektromos er6teret,

amelynek az er6vonalai az r tengely pozitiv ir6ny6ban haladunk.

Sz6mitsuk ki az ered6 fluxust olyan / 6lhosszris6gri kocka teljes

feliilet6re, amelynek 61ei p6rhuzamosak a koordindtarendszer ten-

gelyeivel (25-4 6bra).

MEGOLDAS

Mintaogy E 6s dA vektorok mer6legesek egym6sra a kocka ndgy

tapjdn, a fluxus ezeken a lapokon z6rus. Mindegyiken ugyanis

f t

oL = J E.dA = J r(cossoo)az = 0--'-r

A m6sik k6t lap eset6ben et6sztir vegyiik tekintetbe, hogy az er6-
'onalak a bal oldali lapon l6pnek be a kock6ba, igy az E 6s dA kd-

zotti 0 szdg a',or\ a laPon 1 80". Tehlt

f f
<D- = lE dA--  |

bal bal
oldallap oldallaP

E(cosl90')dA=-E
: ]

l d A = - t ( -
J

Az er6vonalak ajobb oldali lapon l6pnek ki a kock6b6l, ahol I = 0:

r  |  ^  t , .
a ,  =  

lE  dA  =  
J  t ( cq :  rd l  =  L  JdA=  L '

prb jobb | '9q!

otd,l.P olddlldP oLdrrar

A teijes fluxus, a kocka iisszes lapj6t sz|mitva igy

Q E = - E t 2 + E ( 2 = 0



Mik€nt az a 25-5 6brdn l6that6, egy fdlhenger alakir feliiletet E t€r-

"rOrt!*,ff ft"-"te" elektromos er6t6rbe helyeziiLnk Az eriivonalak

."ro['*"t"r " i6glulup'u, mell'nek hossza l' sz6less6ge 2R' A gdr-

itiirt i"l"iii""" "ff."i.azott integral6ssal sz6mitsuk ki ezen a feliileten

az elektromos fluxust.

MEGOLDAS

Ki kell szemitarunk * ln'al' 
integnilt a hengeres feliirl€tre Ave-

gett, hogy egyszeriisitsiik vz integdl6st' keressunk olyan dA elemi

F"ftii"t"i-n#fv""f, norm6lisa mindeniitt azonos sziiget z6r be az E

,i."tartZgg"f. i trimmetri6b6l ktivetkez6en legyen dA egy -L hosz-

*,r,ra"A iJa" = nag sz6less6gii v6konv csik' igv dA: LIle..?..T.

i.t*"!"et t-* g z6rus 6s i koziStt v ltozik Az E 6s dA kiiziittt

szds(@]z) - 0). isr reh t:

o, = [e an=' ie corl{o rzt- �o]Lnao = ELRlsinl d0
0

@r = EtrR(-cosg)l; = ELRI- (-r-D)= ZELR

KepezziiLnk most egy 26rl Gauss-feliiletet" ngv' boCl .1 lt*:dtlul:T:
lezrirjuk egy siklappal (amely a felhenger 6leit iisszekon)' utuT-l .i*
reild. i"fri "e*r"ppal. Vegyilk 6szre' hogy a fenti eredm6ny (ellent€tes

;ia];ll"t -"no-s;tvs6gu, mint a siklapon sz6mithat6 fluxus:

J E dA = t(cosl80' )Pnq = -7ELR'

igy, a homog€n E er6t6rben zri'rt feliiletet k6pezve' a teljes feliiletre

itsszegzett fluxus zerus.( J o al = o a f6lhenger veglapjain' mrnt-

hoev ezeken E 6s dA 90'-os szitget ziimak be egym6ssal ) A kti-

""ii.to ,ettu"" ezt az eredm6nyt dltaldnositjuk tetszes szerinti ala-

ttr tan t"fUt","t et tetsz5leges (ak6r inhomog6n) terek esetere'
a) A Gauss-feliilet r sugaru gtimb'

melynek ktiz6PPontj 6ban helYez-

kedik el a 4 Pontszerf tiiltes'

b) Tetsz6s szerinti alakf Gauss-

feliilet belsej6ben a 4 pontszerii

tiilt6ssel.

25-6 hbrt
A a tiilt6st kiiriilvev6 Gauss-feliilet'

25.3 A. Gauss tiirv6nY

A vektorterek termeszet6re vonatkoz6an KarI Friedrich Gauss (1777-1855)'
'" 

ili. "r*"degyik legnagyobb matematikusa vont le el6sziir alapvet6 kii-

;;;;;;;,;-ervJu ',atu is nagvon fontosak a nllafii;fl5" t"n'

il;*;;;6- et6segitette az elektromegneses elm6tet fejlcid6s€t- A Ga-

"r.-o.i*v 
"titgva6s6t 

a legegvszenibb p6ld6val kezdjiik:. reki"l"n-:.1{-1

;;;'i.tdi !s toreje. iiint kiiteppont kiir6 k6pzeljiink €l r susaru

!a.i?"iJt"*, "),' 6au55l1eft)lemek' nevezziik (25-6a 6bra) Mekkora a @'

:;il;;;'il; ""en a zart fetiileten? A sugririr6nvir' kifel6^men6 er6vo-

;""k;il;;",0t"g"'"t a feliiletre' 6s az E t6rer6ss6g a feliileten min-

deniitt azonos, igy a teljes fluxus

,AGauss-f€l i i lotekasz6mit6sokatseglt6f izikai 'eal idsn6lki,hipotet ikusfel i i letek'me.

ly€knek tetsz6s szerinti alakjuk lebet'



ttJif '"?,:::iil"Jj:*:ff ii
nak az ilrrek a hossza, amelyet Lz
r sugaru kiir ktiz6ppontj6b6l 0
sz6g alatt l6tunk. A teues kddv
2z sikszdgnek felel meg.

c) Adott tdrszitget meghatAroz6
feliiletnek sokf6le alakja lehet
(tetsz6leges).

b) A t6rsziig definici6ja:

dl= A/r2 (sztercdldn egys€gek-

ben), ahol I annak a feliiletnek a
nagys6ga, amelyet az r sugani
giimb ktiz€ppontj 6b6l O t€rsziig
alatt l6tunk. Egy t€rsz6gelemre:

1(l= LAf12 (szteradi6n egys6-
gekben). Az I feliilet bdrmilyen
alak0 lehet, de minden pontban
mer6leges kell hogy legyen a su-
g6na. Minthogy a giimb feliilete

4r'�zr, a teljes giimbfeliilet

d) = 4r2n / 12 = 4n szbradiin
t6rszdgnek felel meg. Az dl t6l-
sziig a kitz6ppontb6l kiindul6 €s a

M feliilettel meghatdrozott kup
alakir tartomannyal szemleltethe-
t6.

25-7 6bra
Az Q t6rsz6g definici6ja a siksziig6vel anal6g. Eppirgy, mint ahogyan az s
hosszts6gri iv mindeniitt mer6leges a sugrirra (r), az I feliiletnek mindeniitt
mer6legesnek kell lennie a sug6rra. Minthogy Q hosszfs6gok n€gyzet6nek
ah|nyadosa, egys6ge, ez€rt a szterqdidn is, dimerzi6mentes sz6m,

-  f  t ,  _ f
OE =9E.dA =$E(cos0")d.4= EtdA= E(4x r ' )

A Coulomb ttirv6ny szerint a terer6ssdg 5 = q/4tccorz ,igy

o .  = (  q  
, ) t o ,  , ' t =  

q
- 

\4reor' ) eo

A 4 PoNTSzER{i TOLTES TELJES
O" ELEKTROMOS FLUXUSA QE = -g- (2s-6)

A M feluletelem
olyan vetulete,

amely mer6leges
az er6vonalaka

25-8 6bra
Az 6bra q titlt6st kitriilvev6 6nk6nye-
sen felvett feliiletet mulat. A Al fe-
liiletelem nem mer6leges a 4-b6l indul6
er6vonalakra. A M' -vel jeltilt vetiilet,
amelynek nagys6ga M' = Mcos9 ,
mer6leges az er6vonalakra, €s igy meg-

hatArozza a NQ= (At4cos9) I rz
€rszaigelemet. A M elemi felflet a 4
tiiltes hely6r6l AO tersztig alatt l6t-
szik.

Jegyezziik meg, hogy a @u fluxus nem fiigg a gitmb nagys6g6t6l.
Mi a helyzet, ha a tiilt6st nem giimbfeliilettel vessztik kiiriil (25-6b 6b-

ra)? Bizonyithato a k6vetkez6, nagyon fonios 6llit6s:

Ha egy zirt feliilet belsej6ben (bdrhol) q titlt6s tal6lhat6, akkor

a teljes feliiletre a 
fE.aa 

integrat Crt6ke mindig 4/e..

Term6szetesen, az integnil6s sonin E t6rer6sseg 6rt6ke a feliilet kiiliinb6z6 pon!
jaiban mds 6s m6s, 6s az E 6s dA vektorok 6ltal bezirt viig is veltozik. Erdekes
m6don m6grs, fiiggedeniil a feliilet alakj6tol, az 'J]|f'gr ertEke mmdig q/q.

A bizonyitdst a 25-7 6br6n defini6lt Q t6nzdg fogatmdnak felhaszn6l6-
sdval kezdjiik. Tekintsiink egy q ponlszerii tiiltesL amelyet tetsz6s szerinti



alakir feliilettel vesziink kttriil. A 25-8 i,}ra M el€mi feliilete nem mer6leges

a q tttltesb6l kifel6 indul6 sug6rir6nyir er6vonalakra. A /l feliiletre a A<Dt

fluxust a (25-3) egyenlettel sz6mithatjuk ki:

LQ u = g,. tut = Pr4*'e = 
[9Ju*'e

(2s-7)

Vegyiik tekintetbe, hogy az er6vonalakra mer6leges elemi feliilet Alcoso,

i,gy (LAcosl)lr2 6ppen a AO t6rsziiggel egyenl6 Teh6t a teljes z6rt felil-

leten a fluxus

a, = {a an. = rvfa$L = uf n = r,a<+a

6, =-J-g,o1--L (2s-s)
- 

4ltto to

Ez az eredmtry fiiggetlen a pontszedi titlt6st kiiriilvev6 ziirt feliilet alakj6t6l,

6s att6l, hogy "r"n u f.tiit"t"tt beliil a pontszeni tiilt6s' hol hetyezkedik el'

Tov6bb6, a-ieliileten beltil ak6rh6ny pontszerf tiilt6s lehet, tetsz6s szednti

eloszl6sban. A teljes tiilt6s a feliileten beliil: 4t =2i4i'

Eddig megmutattuk azt, hogy Qu = qu / e o, b6rmely feliilet eset6ben '

Mintbogy d�E=JF.dA', e ket dsszefiigges kombin6ci6j6val azt kapjuk,

hosv

A GAUSS
TORVENY $n ad,=! (2s-9)

25-9 6bra
Egy Gauss feliilet teljes @r elektromos

fluxusa csak a z6d feliilet betsej6ben

l6v6 t6lt6sek el6jeles iisszeg6t6l fiigg.

Enn6lfogva az Sr feliilet ered6 fluxusa

q, c o- az S, feli i lele pedig (4, . 4r)/co.
Az ,S, feliileten keresztiil kifel6 ugyan-

annyi er6vonal megy 6t mint befele

(hiszen beliil nincsen ttilt6s) 6s igy az

S, feliilet fluxusa z6rus.

Ebb6l az kiivetkezik, hogy nincs sziiks6giink a <DE elektromos fluxus hasz-

niilatiira. (Hiszen. az er6vonalak csup6n hasznos, 6mde fiktiv seg6deszk6-

ziik!) Helyette Gauss tiirv6ny6t haszn6ljuk, ami ktizvetlen kapcsolatot teremt

a tOit6sek 6s a t6rer6ss6gek kitzittt, m6gpedig m6sk6ppen mint a Coulomb

tory6ny. Szimmehikus tiilt6s-eloszl6s eset6ben sokkal egyszeriibb a Gauss

ttirv6nyt hasznrilni, mert a Gauss-feliiletet a t6r szimm€triiij6nak a figyelem-

bev6ti6vel fgy v6laszthatjuk meg, hogy az integr|l6rt6k6t kiinayii legyen

kisz6mitani. A Coulomb tdrv6nnyel ellent6tben - amely a t6lt6sek ismeret6-

ben megadja a t6rer6ss6get - a Gauss tdrv6ny arra is felhaszn6that6, hogy

megaAjut, mennyi tdlt6s van az etistlr adott tartom6ny6ban, ha ismerjiik a

t6rJ6ss6g-elostl6st, igy Gauss tiirv6ny6t ,,mindk6t ir6nyban" haszn6lhatjuk

A 25-9 ibra a Gauss tiirv6nynek egy m6sik fontos tulajdons6g6t illusztr6lja'

Noha 4, a Gauss-feliilet belsejiben l6v6 titltesek tisszege, az integr6l alatt

6116 E iiszont a felt;leten kiv l 6s beliil liv6 iisszes titlt€sI6l sz6rmaz6 t6rer6s-

seg.
P6ld6inkban szimmetrikus titlteseloszlast teteleziink fel; noha a Gauss

ttirv6ny b6rmely tiilt6seloszl6sra 6rv6nyes, csak a szimmetrikus esetekben

kdnnyii ilyen m6don a sz6mit6sokat elv6gezni Azonban vegyiik 6szre' hogy

u Guors io*6ny segits6g6vel, puszt6n szimmetria megfontol6sokkal meg-

mutathatjuk, hogy milyen az elektromos €r6t6r szerkezete, an€lkiil' hogy

konkr6tan kisz6mitan6nk. Av6gett hogy a sz6mit6sok egyszeriiek legyenek'

olyan Gauss-feliiletet c6lszerf v6lasztani, amelyik az er6ter struktur6j6hoz'

szimmetri6i6hoz illeszkedik.

' 
Ez az egyszeru tdret a Coulomb_ler lir2'es tdvols5gfuggts6nek kdvelkezm6oye



25-l TABLAZAT A tiilt6seloszLisok jeliil6se

Eloszl6s Szimb6lum Egys6g Elemi tiilt6s

Pontszerii titltes
Vonalm€nti
Feliiletmenti
T6rfogati

q
1
<t

p

C
C/m
C/m2
Clm3

q

dq : )dx, ahol dr egy €lemi vonalszakasz

dq : odA, ahold,4 egy elemi feliiler*

dq = pdV, ahol dllegy elemi t6rfogat*

* A feliiletet 6s a t6rfogatot irgy kell megvilasztani, hogy bennik a tdlt6s siiriis€ge 6lland6
legyen.

Vegyiik 6szre, hogy ez a megoldiis memyivel egyszefibb, mint a 24-4 6s 24-
5 pdldrikban alkalmazott, a Coulomb-ttirvenyen alapul6 m6dszer. A Gauss
tiirv6nyen alapul6 megoldris v€gezetiil csak az6rt egyszer(, mert a Gauss-
feliiletet alkalmasan, az elektromos t6r szimmetri6j6nak megfelel6en v6lasz-

tottuk meg, 6s igy az f E.dA konkr6t kisz6mit6sa m6r egyszerii. Noha a

' A szimmetia m€gfontolasok mAsik formija az, ha megmutatjuk, hogy a tdlt6ssurus6g-
eloszldsnak nincs aszimmetriija, ami iengelyidnyi t6rer6ss6gkompon€nst okozna. Mint-
hogy a tdlt6seloszlds a vonal menten szimmetrikus, az egy€diili lehet6seg, hogy a t€r k6-
vesse ezt a szimmetriat, az, ha sug6ridnyi elektromos ter alakul ki.

A pozitiv tiiltesek az 6bra sikjrira
mer6leges egyenes ment6n he-
lyezkednek el.

t i t| ] ]
LJJ
i

b) A vonalmenti tiilt6s 6s a Gauss-
feliilet.

25-10 6bra
A 25-3 p5ldithoz. Egy hengeres Gauss-
feliilet meglelel olyan er6tdr szimmet-
ri6j6nak, amely v6gtelen hosszri, ril-
land6 siir(is6gii pozitiv vonalmenti
ttilt6s kiiriil alakul ki. A dA elemi fe-
liiletek az er6vonalakra vagy mer6le-
gesek, vagy pdrhuzamosak veliik.

a)

Pozitiv tiiltdsek helyezkednek el egyenletesen egy v€gtelen hosszri
egyenes ment6n. A vonalmenti tolt6ssfrfis6g 1. Sz6mitsuk ki az E
terer6ssdget az egyenest6l r t6vols6gban.

MEGOLDAS

Az erSvonalak minden ir6nyban indulnak ki a vonalttilt6sb6l.
Szimmetria okok miatt, a tiilt6sekb6l szlrmazb t6r tengelyir6nyir
komponensei egym6st kioltj6k'. Az eredmlny az, hogy a t6rer6ss6g
sug6rir6nyir, 6s kifel6 mutat. B6rmely pontban a tengelyt6l / tiivol-
siigban (minden iri inyban) a tere16ssdg azonos.

Enn6lfogva, a Gauss-feltilet akkor illik a t6lt6seloszl6s szim-
mehi6j6hoz, ha r sugarir, l, hosszris6gri, a vonaltiilt6ssel koaxi6lis
hengert v6lasztunk Gauss feliilet gyan6nt (25-10 6bra). A henger-
feliilet minden egyes pontjiiban E t6rer6ss6g azonos nagys6gir 6s
mindeni.itt perhuzamos a dA elemi feliilettel. A henger v6glapjain E
mindeniitt mer6leges dA-ra. A hengeren beliil qh = )"L t6kes van.
Gauss titry6ny6t alkalmazva

IE a,t = ='-
-  € o

t  I  A L
I  E dA+ Q n.0, t  =-
J \ _ -

- A h e n g e r -  . o , O  - t  A \ . 9  c o , , ) O ' _ 0
r , p o r . .

A L
E(2r rL) + 0

E o

,l / suedrirdnYban l
f n n e n  L = -  I  -

2xtor \ kifel6 )
(2s-10)



dv
dr

a) A dV elemi ilrfogat r s\gari, dr

falvastagsdgu. I hosszits6gu
hengerpalest (cs5).

25-tl 6bra
A 25-4 p6lddhoz- Alland6, p titlt6ssfrfs6gf, v6gtelen hosszirs6gti R sugaru

henger.

Gauss tiirvdny elvileg b6rmilyen esetre alkalmazhat6, igaz6b6l csak olyan

terek sz6mit6s6t lehet ktinnyen elv6gezni, amelyeknek valamilyen nyilviin-

val6 szimmetdeja van.

b) A Gauss-fetilet r sugaru, I
hosszirs6gf henger.

25-12 6.}�ra
A 25-3 6s 25-4 p6ld6khoz. Az E r6t'
er6sseg r fiiggv6ny6ben egy R sugadr.
v€gtelen hosszirs6git, homog6n ttilt€s-
eloszl6sir henger belsej6ben, illetve
azon kivtil. Az 6bnin E(r) pozitiv,ha
E(r) kifel6 mutat.

Egy R sugarir, v6gtelen hosszfs6gir hengerben (25-l l. 6bra) a ho-

mogen tdltessiiriis6g p (titltes/terfogat egys6gekben megadva)'

Szrimitsuk ki a) a henger Z hosszirsdgri szakasz6nak Q, tiilt6s6l b)

az, elektromos t6rer6ss6get a tengelyt6l r < R t6vols6gban'

MEGOLDAS:

a) T6rfogahnenti tblteseloszldsokra €w6nyes. hogy Q = 
I O aV eA'�

ben az esethen a dY elemi terfogatokat tekintsiik v6kony dr falvas-

tags6gi, r suganr, t hosszus6gir hengerpalastoknak (csitveknek):

i R
t  . . .  |  ^  . l

Q = 
) 

p aV = 
) CZr r Ldr = 2nP L) rdr = ltp LK'

0 0

b) A rendszer szimmetridja alapj6n ana ktivetkeztethetiink, hogy a

t6rer6sseg sugririni'nyir, kifel6 mutat 6s adott r-n6l E t6rer6ss6g

mindeniitt azonos. Olyan Gauss-feliiletet v6lasztunk amely illik

ehhez a szimmetriiihoz: Legyen ez r sugarir, ' hossz(lsAgt,

amely az R sugaru hengerrel koaxidlis 6s a belsej6ben (l6sd fel-

jebb') qo =1P172 tiiltes van.

9E d^= 
;

,' szennt
linei4risart
veltoz6

i i noLr2
l E . d A +  f  E  d L = -
J  l t r  J +  e "
0  mr9oo=O 0  6soo= i



0

E 6rt6k6t kifejezve'.

n ,  l r '
+  E ( 2 p r L ) = '  

- '

eo

- t p l

l2"o )

Tehet a henger belsej6ben a t6rer6ss6g egyenesen ar6nyos a
tengelyt6l m6rt t6vols6ggal. A hengeren kiviil a terer6ss6g
ugyaraz, mint a 25-l p6lda eseteben. E, mint r fiiggvdnye van
6br 6zolv a a 2 5 - | 2 6br in -

Sz6mitsuk ki egy o homog6n pozitiv feliiletmenti titlt6ssiiriisegii,
nagyon nagy (l6nyegileg v6gtelen) lemez t6rer6ss6g6t.

MEGOLDAS

Szimmetriaokok miatt (hacsak nem vagyunk a lemez sz6le kiizel6ben)
az elektromos er6temek mindket oldalon csak a sikra mer6leges kom-
ponense lehet. (Nincs ugyanis olyan aszimmetria, ami azt eredm€nyez-
n6, hogy az er6vonalak a siktol messze valamilyen iniaybaa elhajoln6-
nak.) Az er6t€r szimmeni6j6hoz olyan Gauss-feliilet illik, amely egy A
kereszhrretsze(i henger 6s amelynek tengelye a sikra mer6leges, vdg-
lapjai pedig a sikt6l, annak k6t oldaldn azonos trivolsagban vannaK- (25-

13 6bra). A feliileten beliit ol tijltes van. Szimmetriaokok miatt a

terer6ss6g 6lland6, a henger kdt v6glapj6ra mer6leges 6s a paliisttal par-

huzamos. Gauss torv6nyet alkalmazva

I  Q,
0 E  d A = 3
"  € o

r r o A
I  E ' d A +  |  E d A = -

, ) L 1 - J \ . ' i / ! € ^

MindIF t  co .01= I  A  ,osao ' , -0
\ecr .p ra  f r r rq ' r

Az els6 integr6l argumentum6ban E t6rer6ssdg homog6n 6s azonos
nagys6gri mindk6t v6glapn6l, igy kiemelhet6 az integr6ljel el6:

EI dA= E(zA\ (figyetembe v6ve, hogy k6t v6glap van). A m6so-

dik integlil 6rt€ke z6rus, minthogy cos 90o = 0.

E t 2 . q t  + o  = 9 !
€^

o (a leme/ srkj i l6l  ki fele
Innen E = 

1- muraro irdnyri  a sik mrnd- t l5- l  |  ,

Minthosy a sikt6l vutJiJuot,ag n.- ;"ii',it T"l " o,r"r*6sben, ar-
ra kiivetkeztethetiink, hogy a t6rer6ss6g a sik mindk6t oldal6n, a t6-

vols6gt6l fiiggetleniil azonos.

' Nern lehetiink el6re biztosak abban, hogy a terel6sseg nem v6ltozikt a sikt6l val6 t6vol-
s6ggal. Viszont, a szimmetria miatt biztos az, hogy amennyiben ilyen tdvolsegfligges l6!e-
zik, akkor annak a sik mindk6t oldal6n azonosnak kell lennie. Ezert kittjnk ki, hogy a veg-

lapok a sik k6t oldal6n att6l egyenl6 tavol legy€nek.

25-13 6bra
A 25-5 p61d6hoz. Egyenletes titlt€sel-
oszl6sir, o pozitiv tiilt6ssiiriis6gii v6g-
telen siklap 6l(al l6treho/ott elektro.
mos er6t€r. A Gauss-feliilet henger,
melynek pal6stja, kdvelve az er6ler
szimmetddj6t, a siklapra mer6leges, a
henger vEgtapjai pedig, szimmetdku-
san a siklap alatt, illetve felett szer-
kesztetl, azzal pdrltnamos siklapok. A
henger pal6stj6t egyetlen er6vonal sem
metszi. ezek ugyanis mer6legesek a
v6glapokra. (Henger helyett eppirgy
v6laszthathrnk volna az er6vonalakkal
pri'rhuzamos €lf t6glatestet is, vagy
bdxmely m6s olyar testet, nrelynek
oldalai pArhuzamosak az er6vonalak-
kal, 6s fed6lapjai pedig mer6legesek
rajuk.)

dA



vezero

Nagyon nagy m'retii vezelS siklap feliilet6n a ttiltesek statikus
egyensirlyban vannak. Sz6mitsuk ki a felszin felett a t6rer6ss6get. A

feliiletmenti tdlt6ssituiiseg a.

MEGOLDAS

Statikus esetb€n a vezet6 belsej6ben a t6rer6ss6gnek z6rusnak kell
lennie, merl mdskii l i inben a tollesek elmozdulndnak. igy az ercivona-
lak a vezet6b6l indulnak 6s arra mer6legesek (25-14. 6bra). Szimmet-
ria-megfontoliisokb6l c6lszerf upryanolyan Gauss-feltletet v6lasztani,
mrnt az eloz6 esetben; vegyiik viszont figyelembe, hogy ebben az
esetben az er6vonalak csak az egyik v6glapon haladnak 6t.

{n a*L^

o A
EA + 0 + 0 =-

t o

lr vezetci felule- I
[e.e-*.;r.g**l (2s-12)

Ez a t6rer6ss6g 6ppen k6tszerese affEk, amit az el6z6 p6ldAn6l krszit-
mitotnurk, 6s 6rt6ke fiiggetlen a vegtelen siklaptol val6 tivols6gtol.

AZ ELEKTROMOS TER- f o
h R 6 s s E G  K O Z V L T L [ .  ' = ;

NUL A VEZET6 FELETT

r  r  r  o A

J  e /o *J l g l *  J  E - i r= ;
fJf,  -*"=, i '*  1t=, tdist coseo"=o

25-14 Sbra
A 25-6 p6ld|hoz. o egyenletes pozitiv

feliiletmenti ttiltessiiriis6g v6gtelen
nagy vezet6 sikon.

Causs-feli i let a

elemi terlogat
dV - 4rldr

A giimb teljes t6ltes6nek kisz6-
mitdsdra hatiirozzuk meg

O = | p,lV intesrdlt, ahol dlla
0

dr vastags6gf, r sugarri gtimbhdj
t6rfogata.

a )

Gauss-feliilet 6

b) A Gauss titrveny szerint csak a
Gauss feliileten beliil 16v6 tillt6-
seket kell frgyelembe r enniink.

25-15 ihra
A 25-7 p6ldihoz.

A (25-12) egyenlet gdrbiilt vezet6 feliiletekre is 6rv6nyes, amclyeken o hely-

16l helyre viitozlk. A feliilet bdrmely pontidnak kdnetlen kjzel4ben az E

tdrer1sstg nagysaga o le,, ts ininya mer6leges a Jblliletre. Az egyenletet

szeml6lve paradoxonnak tiinik, hogy a feliilet kiizvetlen kiizel6ben a t6rer6s-

s6g kiz6r6lag a helyi tiilGssiidisegt6l fiigg, noha a terer6sseget a teljes feliilet

osszes tiilt6se (kiizeli 6s t6voli egyar6nt) hozzalefte.

Egy R sugarir giimbnek p (tiilt6s/t6dogat egys6gben megadott)

egyenletes t6rfogatmenti ttiltessiiriisege van (25- 1 5 ribra). Szimif

suk ki az elektromos t6rer6ss6gct a) a giimb6n kiviil; es b) a gtimb

belsej6ben.

MEGOLDiS

Szimmetriaokokb6l arra ktivetkeziethetiink, hogy az elektromos ter-

er6ss6gnek csak sug6rininyir, kifel6 mutat6 komponense lehet, a giim-

biin kiviil 6s beliil is. Tov6bb6, adott r 6rt6kn61, E nagysiiga mind€niltt

azonos. V6lasszunk egy ilyen szimmefiiijir Gauss-feliiletet legyen az

egy r sugaru gomb, melynek kiiz6ppontja azonos a gomb6vel.

a) Ha r > R: a) eset A teljes q, tiilt6s, ami a giimbfeliilet belsej6ben
r  f R

van,Q=lodl /=pJ +x r '  ar  = pt4 /  3ER1 |  .  Gauss t i i rveny6l

alkalmazva €s figyelembe v6ve, hogy



25.3 Gauss

{e ad = r{at = E14r 12 1 . aztkapjuk. hogy

kapjuk meg, vlgezzik el a kiivetkez6 helyettesit6st:

nek eredm6nye:

l o '

9E ' tA=;

E(4m21= 9
€ o

Az egyenletet megoldva: E = -2-
4neor'

!:"!":rr:r, 
ugtanolyanj.nverz nigyzetes tdvolsag/iiggis, mintha a e tdl_r(:t 

,u 
gomD kozeppontjaban. pont!;zerii tdlftskint hetyeztiik volni ef..Avegett, hogy a v6geredmdnyt a megadoit ."nny;reg"k iiiggr;;tent

- 4g = p{_ ttR.) , ami-

4 ^

H t t r -  p ;  u - ( p  
j o R  )  

. 1 p n ' 1 1  l " , g ' i , i r e n y l .  I  - -  - ." --C%,-=l 
t", )7 Lr'rcr"''"iu' Jtzs-r'r)

b) Ha r < R: Hogy ktivessiik az E t6rer6ss6g szimmetri6jdt, vdlasszunk r < 1itlC"y qit19it1 causs-f€tiiletnek ( a 6 jelii feliilet a 2S-tiU attny. Causs tor_v6ny6nek alkalmaziisakor csak a fetiil;tcn beltili q, tolter"t"it"li figv""f"_U
venai. A p6lda a) ponlia szerint, a q, = 

J'pdtt integr6lt kell kisz6mitani, ahol

most a fels6 inregnicios hauir nem R. hancm r. igy, q^ = pt! o ,, 1 .

$n an=!u-  € n

p4nr'

3"n

H a r < R . liug;'.i,,i"y,. I
ltif'ele murar J

r szerint
lineiirisan
v6ltoz6

25-16 6bra
Az E t6rercissdg r fiiggv6nyeben. egy
fi sugaru. homogdn pozitiv tolt6s_
siirfsdgii g<imb belsejdben illetve
azon kivtl. A g6mbtjn kiviil a t6r_
er6ss6geloszlds 6ppen olyan, mintha a
teles O tdlt6s pontszenj tiiltesk6nt a
gomb kiiz6ppontj6ban lenne. (Ez a
me96llapitiis csak giimbszimmetrikus
ttilt6seloszliisokra i gazl) Az Abr6n
E(r) pozitiy, ha rf, kifel6 murat.

j Bc;mb alakir
clemi terfogat

)  
dV:1" - ] .d r

25-17 Sbra
A 25-8 p6ldrihoz. Az E t6rerdss6s r
fiiggv6nydben dbrrizolva, olyan
giimbszimmetrikus t6lt6seloszliis
eseten, amikor a tiilt6ssiiriis6g
p = Br' szerint fijgg a ktiz6ppontt6l
vett t6volsegt6l. A giimbdn kiviil a
t6rer6ss6geloszliis 6ppen olyan, mint_
ha a reljes p tt i l tes pontszenj t i i l tes_
k6nt a giimb kdz6ppontj6ban lenne.
(Ez a meg6llapit6s csak grlmbszim-
metrikus r<jlt iselosztdsokm igaz!) Az
dbrdn E(r) pozitiv, ha E(r.1 kifeld
mulal-

E=(L) ,
[ 3eo /

(zs-r4)

Tehdl az egycnletes tolteseloszldsti g<imb bclsejeben a tircr/issi,J

?encse: 
eran.vos a kdzepponrrol szdniton r rivolsdggal. A 25-16

aora az t tererdsseger r f i iggvdnyekdnt mutatia.

Egy R sugar(r g6mbben a p pozitiv ttilt6ssiidisig nem konstans, ha-
nem sugiirininyban p = Br2 fiiggv6ny szerint v6ltozik, ahol B kons_
tans (25-17 6bra). a) Mi B SI m6rr6kegys€ge? b) Szimitsuk ki a giimb
teljes O titlt6sdt; c) Mekkora az elektomos t6rer6ss6g, ha r < _R?

i.t_11 
t:",:,0,": anal6s eredm6nyh€z jurouunk: homosen rdmeseloszllisu sdmb sravit6_crosJ€r€ a gdmbdn kiviil ugyanolyan, mintha a teljes romeg a kdzippontban ionceitrlitod_

lu: 
K:.:.h:gl Ne$'ton m6g nem hasznelhata 6r.." ,o;""6."l;;;,';;;;;;;,""

Principitijdnak a kiadjsa maldnem 20 evig elhiz6dotr, .e"rt * az,, ""ir-"jlU, run,Newtonnak nehezseget okozotr a Holdra sv;korof, g."riia"io. "rot 0."r";;, ;#;, "Fdld nem pontszerii. Newtonnak ki kelleii dolgorniu u a;ri"."n";ef .ra.i;;";il;i;;,"r,ezt a probl6mer megoldj a: b6r ̂ z 6lt^la hasznllt formalizmus manapsd, ;;*i;;;;; *u-l6nrisnek tfinik.



25-18 6bra
A szaggatott vonal olYan Gauss-

feliilet, amit az iink6nyesen felvett

alaku szil6rd, elszigetelt, feltiiltaitt

vezet6 belsej6ben, kiizvetleniil a felii-

let alatt k6pzeliink el. Gauss titrv6nye

alapl6n, a vezet6 belsej6ben a tdlt6sek

nem lehetnek nyugalomban. NYuga-

lombar l€v6 ttiltesek csak a feliileten

lehehlek.

a) A t6rer6ss6gnek nem lehet a fe-

liilet sikj6val Pirhuzamos,
(tangenci6lis) ,El komponense,

mert a feliileten l6v6 szabad tiil-

t6sek elmozdul6s6t idlznl el6.

b) Fiildelt, der6ksziigii vezet6kb6l

6116 ,,sarok" kiizel6be helyezett

pontszerii tiiltes 6s er6tere StatF

kus esetben az er6vonalak a ve-

zet6 fel0let€hez mindig der6k-

sziigben 6rkeznek.

25-19 6bra
Elektromos er6t6r vezet6 feliilet kiir-

nyezetlben, az eleVro sztatikus eg) en'

slly fenn6ll6sa eset6n.

MEGOLDAS

a) Minthogy p dimenzi6ja titlt6s/terfogat, B-t kifejezve azt kapjuk'

hogy

^  P  ( C / m ' )  C
D=---==--- '-":-=---:

t '  m '  m "

b) Minthogy a p tdlt6ssiiriiseg sug6rir6nyban v6ltozik, ilsszegez-

nti'nk kal a dY elemi t6rfogatokban l4v6 dq t'ltilseket' ahol az

egltes dV elemi ftrfogatok a kdzippontt|l annos t!v7!sdSba.Y.

v"innak. Ezt az6rt tehetjiik, mert a p tdltessiiriis|g 6n1ke a dV

elemi t6rfogatban 6llando. V6lasszunk r stgar6' dr vastagsiigir

gdmbbdjakat (25-17 6bra), melyek terfogata dV =4ntzdr"

ezen gtimbh6jak tisltlse dq= p4nr2dr' Behelyettesitve a p =

Bl kifejez6st 6s az iisszes gilmbh6jra '' = 0-t6l r = R-ig az osz'

szegzEs! elv|gezve' azt kapjuk hogy

r R  .  - f r a ,

0 = 
I dq = 

) 
p dV = 

)o Br'(48 r' )dr = 4ttb Jo r 
dr

c) V6lasszunk r < R sugaru, g6mb alakir Gauss-feliiletet A gdmb

belsej6ben l6v6 q, tiilt6s

t ,  . . .  c ,  ̂  2 . 4 _ t 1 4 7 = ! r B r \q h =  l ( p d v  
=  

J o b r - \  5

A Gauss tiirv6nyt alkalmazva azt kapjuk, hogy

' 
ll,=LtB.o ' �o

nsrfl=$!

Imen E = 
Br3

o=^"BG\:t,=+"8^

25.4 AGauss tiirv6ny 6s az elektromos vezet6l<

Amikor elektromos tiilt6seket juttatunk szigetelt f6mes vezet6re' akkor azok

"i"tno-o, er6teret hoznak l6tre Az er6t€r viszont a tiilt6seket mindaddig

*"lg",j; ".tg az elekhosztatikus egyensuly, be nem 6lt'.azaz.mindaddig'

orni":u" 6tt""J,of,es nyugalmi helyzetbe nem keriil 
' Ez a tiiltes6trendez6des

' A leirtak mind pozitiv, mind negatlv ttilt€sek eseten igazak Noha csak a n€gatlv t6lt€s[i

eiektron kepes a t6metben szabaalon fiozogni' pozidvan tdltdtt vezet6ben (arnelFek elekt-

ronokb6l hi{nya van) vannak olyan atomoi, amelyekdl elektron bi6nyzik:.ezek a pozitiv

;il; ;Jthtgt ; "lektronoi a f6mekben szabadon mozoghatnak' az elektronhienvos

"i"..f _"grtf,i, "."zz6k a szomsz6dos atomok valamelyik elektonjit, 6s igy a szom_

"riio. "ari "afit p"tltiv tiiltds(ve Ennek hat6sa olyan' mintha a poziliv ti;lt6s "ugrotC'

uoioo at u arotn"rea "tomra, az elektronok€val rnegegyezf mozgtt<onys{ggal Enn6lfogva

ln;oi " po"itiu, .ina u negativ tiilt€sek ,,szabad" tijlt€sekn€k tekinthet6k: mindaddig sza-

badon mozognak, amig a statikus egyenstly be dem 6ll'



25-20 6hra
L6gktirfizikusok sok6ig kutatt6k a
l6gkiiri elektromoss6g, a vill6mok
okait. Minthogy pontos mer6seket
nagyon neh6z v6gezni, a ttiltesszdt-
v6l6s mechanizmusAt m6g nem
tetesen 6rtjiik. Azt tudjuk, hogy
mechanikai, termodinamikai 6s
tal6n k6miai erededi energi6kj6t-
szanak szerepet a tiilt6s-sz6tv6lasz-
tiisban. Ezen az 6bnin a zivatarfel-
h6k leggyakrabban el6fordul6 tiil-
teseloszl6sa l6that6; bir n6ha a
tiiltesek forditott polaritissal he-
lyezkednek el. (A felh6n beliil az
er6vonalakat nem 6br6zoltuk.) A
fiildfelszin fetetti elektomos ter-
er6ss6g ir6nya teh6t felh6s, illetve
napos id6ben ellent6tes. Viharfelh6
alatt az elektromos terer6ss€g

l0a N/C vagy m6g nagyobb is lehet.
Ha az elektromos t6rer6ss6g el6ri a
105 -106 N/C nagys6grendii 6rt6ket,
vill6mok k6pz6dhetnek a felh6k 6s a
fiild, de felh6k kdzdtt is. Egy vil-
l6mcsap6s sor6n 6ltal6ban n6h6ny-
szor tiz C titltes semlegesit6dik. A
vill6mban a csircs6ram 10-20 kA.
A Fiild teljes felszin6t egyidejiileg
mintegy 100 vil l6m 6ri. amelyek l0
6s 2 s kdziitti id6tartamtak, villem-
l6sonk6nt l-20 kistil€ssel. Konti-
nensek felett mintegy tizszer gyako-
ribbak a villimok mint az 6ce6nok
felett. (J. V. Iribame 6s H. R. Cho:
Atmo sp heric P hysics, (Reidel
Publishing Co., 1980) cimfi konyv€-
b6l 6tv6ve.) L6sd mega28-12 6br6r
is .

nagyon gyorsan v6gbemegy: a legtiibb esetben az ehhez sziiks6ges id6 elha-

nyagolhat6an kicsi. Gauss tiirv6ny6b6l kiivetkezik, hogy a vezet6re juttqtott

tdbblett(;hes statikus egyennilyban a vezet| kiils6 .feliiletin helyezkedik el. Ezt

demonstr6land6, tekintsiink egy elszigetelt, tetszes szednti alakf f6mes ve-

zetor (25-18 6bra). Vegyiink fel egy Gauss-feliiletet a vezet6 belsej6ben kitz-

vetleniil a vezet6 feliilete alatt (szaggatott vonal). Elektosztatikus egyen-

sirlyban a vezet6 belsej6ben az elektromos t6rer6ss6gnek z€rusnak kell

lennie, igy a Gauss-feliilet egyetlen pontj6t sem metszheti elektromos er6vo-

nal, tov6bb6 
$n 

aa=0. Ugyanezeknek a feltdteleknek teljesiilniiik kell

b6rmely, a feliilet alatt m€lyebben rajzolt Gauss feliilet eset6re is A Gauss

tiirv6nyb6l teh6t arra kdvetkeztethetiink, hogy a vezet6ben sehol sem lehet

titbblettiilt€s, vagyis a tiibblettitlt6snek a feliileten kell lennie."

Elektrosztatikus egtensilyban az elektromos er6vonalak mindig a ve'

zet6kfeliilettre mer1legesen futnak be,6s ott a megfelel6 el6jel6 t6lt6sekben

vdgz6dnek (25-19 6bra). Ha leme ugyanis az elekhomos t6rer6ss6gnek a
feliilettel p6rhuzamos komponense, akkor a feliileten l6v6 tiilteseket elmoz-
ditan6, azvz nemlenne statikus egyensfly.

Mi tttrtenik, ha feltiiltetlen f€mdarabot elektromos er6t6rbe helyeziink?

K€zdetben a vezet6 elektronjai egyenletesen oszlanak el az anyagban, €s a

f6mdarab mindeniitt elekfomosan semleges. Azonban, a ktls6 elektromos

er6t€ne v6laszul, a szabad elektronok gyorsan az E terer6ss6g ir6ny6val el-

' Vajon a toltesek s feliileten, vagy k6zvetl€niil azalatt helyezkednek el? E k6rd6sre vila-

szoland6, az atomi m6rettartomanyba, kellene a ,,feh]lei' fogalm6t defini6lnunk Ezt a
problemtt pitlaratnilag egkeriiljiik; a ,,feliilelen" 6s a ,,feliiletn€1" kifejez6sek egyanint
j6l fedik a lenyeget.

25-21 6bra
Egy kiils6 elektromos er6terbe helye-
zeft tiillellen f6mhasdb feliiletdn tolle-
sekjelennek meg: a vezet6 belsej6ben,
a megosztiissal keletkez6 feliileti tiilt6-
sek 6ltal letrehozott bels6 er6t6r kioltja
az eredeti er6t6r hatiisiit, igy a has6bon
beliil z6rus nagysrigir t6rer6ss6g alakul
k i .



25-22 6bra
A 25-9 p6ld5hoz. Kdt koncentrikus
r ezetci giimbhdj. A belsri gtimbh6jon
-0, a kiils6n +39 tiiltes van.

lent6tes ininyban mozognak (minthogy F = ( ") E) €s a f6mtiimb feliilet6nek
egyik oldal6n iisszegyiilve negativ feliileti ttiltest hoznak t6tre'. A m6sik oldalon
termeszetesen ennek megfelel6en pozitiv feliiletrnenti tiilt6s keletkezik (25-21
6bra). A megoszt'is kiivetkezt€ben a feliileti tiiltesek mennyis6ge mindaddig nti-
vekszik, amig l6tre nem jtin a f6mttimb belsej6ben az az elektromos t6rer6ss6g,
amely 6ppen egyenl6 6s ellentetes h6nyf a ktils6vel. igy (elekhosztatikus egyen-
silyban) az ered6 elektromos terer6ss6g a vezet6 belsej6ben z6nu.

Ureges vezet6 giimb iireg6ben kisebb, vele koncentrikus, szint€n
iireges vezet6 giimb van (25-22a.6bra). A bels6 gtimb -Q negativ, a
kiils6 giimb pedig +3Q pozitiv t6lt€sf. A ttiltdsek elektrosztatikus
egyensflyban vannak. Gauss tiirv€nydt alkalmazva, szamitsuk ki,
hol mckkorr a ti i l t6s is a rdrer6ssep.

MEGOLDAS

A vezet6k giimbszimmetri6ja miatt az elektromos terer6ss6g min-
dentitt sugdrirAnyri, ak6r kifel6, akrir befel6 mutat.

l� taftomeny: A bels6 gomb belsej6ben l6v6 Gauss giimb fe-
liilet6n beliil nincsenek tiiltesek. Szimmetriaokokb6l ezen a feliile-
ten (ha l6tezne) az E t6rer6ss6gnek mindeniitt azonos 6rt6kiinek

kellene lennie. Minthogy 
$f 

.aa = O , az E t€rer6ss6g mindeni.itt

zdrus ebben a tartomdnyban.
2. tafiomdny: Minthogy statikus esetben vezet6k belsej6ben

nincscnek er6vonalak, ha a Gauss tiirvenyt alkalmazzuk olyan
giimb alakf Gauss feliiletre, amelyik 6ppen a bels6 gtimb kiils6 fe-

liilete alatt van, azt kapjuk, trogy 
$ 

f aa = O , tehit a -O tiiltdsnek

a bcls6 giimb kiils6 fcliiletdn kell lennie.
3. tartomriny: Minthogy a 3. tartom6nyban megszerkesztett

t _  . .
Uauss- lc l i i l e l re  lE  dA=-Q /  co .  az  e r5vona laknak  sz immet r ia -

okokb6l sugdrir6nyban befel6 kell mutatniuk, mintha a -O pontsze-
I( titltds a gombaik kiizds k6z€ppontj6ban lenne. Enn6lfogva

\ = -  - :  , i4T€ar'

4. tartom6ny: Minthogy vezet6 belsej6ben E:0, 6s

fn al = O , kdv€tkez6skeppen a giimb alakrt Gauss-feliilet belse-

j6ben az ered6 tiilt6s z6rus, vagyis a kiils6 gtimb bels6 fal6n +Q
tijlt€snek kell lennie, hogy a bels6 giimb O t6ltes6t kompenz6lja.

5. tartomdny: A kiils6 gdmbhejon +30 tttltes van. Minthogy -p a
bels6 feli.ileten van, +20 tolt€s lehet a kiils6 feliileten. Az 5. Gauss-
fcliileten beliil -O +3Q: +2Q 6ssz16l1€s var, aminek k6ve&ezteben a
(szimmetriaokokb6l) sug6rn6nyu, kifel6 ininlul6 terer6ss6g olyan, mint
amilyet a kiiz6ppontban elhelyezelt +2Q ponttiiltes hozna l6tre:

t : . .  =  
2Q 

- i'  4ftt or"
A ttiltes- 6s tdrer6ss fqeloszlesl a 25-22b 6br6n v6zoltuk.

Az elektronok 6ltal6ban a felilethez kdtdtt 6llapotban vannak, noha megfelel6en ercis kiils6
t6r halAsdra a t6r€misszi6nak nevezett folyamatban ki is l6ph€tnek onnan. Felt6telezziik,
hogy ez a pdlddnkban nem t6rt€nik meg



Osszefoglalds

A @E elektromos fluxus aanak m6rt6ke, hogy egy felii-
letet h6ny elektromos er6vonal metsz 6t. Ha egy sikfe_
liilet norm6lvektora it , 6s a dA: ndA elemi feliilet
vektora 0 sziiget z6r be az E homog€n elektomos t6r_
er6ss6ggel, akkor a fluxus az al6bbi egyenlettel szrimit_
hat6:

@e = EAcos?

Almldnosabban: O, = 
I 

E. dA
A

Zirt feliilet eset6ben, a dA elemi feliiletvektor a kifele
mutat6 normalvektor ir6ny6ba mutat.

A Gaws tdrviny:
fahotA rFalere\ zin kluhr'.1

ie at'=tz | *:?;X'::',""'-'fl"#* I
i €o L i'srs' e, iijhsvm I

f 1 . t anolap 
-l

9E d^=- J pdv l^' iJif,;ftT#",1
, {  " 0  

Y  L  /  r o 6 ^ e n r d  J

A tiilt6seloszl6sok elnevez6sei, jeliil6sei;

A tiiltdseloszliis szimmetri6ja gyakran lehet6v6 te-
szi, hogy az elektromos t6rer6ss6g szerkezet6t meg_
hatirozzuk andlktl. hogy a konlr6( sz6mit6st elvesel_
n6nk. A Gauss tiirveny akJ<or alkalmazhato ktiruryei az
elektromos ter kisz6mitiisdra, ha olyan Gauss-feli.iletet
v6lasztunk, amely megfelel a t6rer6ss6g szimmetri6j6_
nak: vagy legyen mindeniitt mer6leges az ercivonalakra
6s azonos t6rer6ss€gii pontokon haladjon 6t, vagy at6r_
er6ss6g ir6ny6val legyen p6rhuzamos 6s igy az integrril
6rt6kdt nem befoly6solja.

Ha egy feliileten a feliiletmenti tdlt6ss6rfis6s o- ak_
kor annak kozvetlen kiirnyezetdben a tererciss€e d;.6ke

A feltiiltdtt vezet6 anyagok elektrosztatikus egyensily_
6an a kovetkez6kkel iellemezhet6k:

r o

E o

+ A ltliil€ter 6s a t6rfogatot igy k€ll kiv6laszrani, hogy benniik a
tdltds siirfis6ge elland6 legyen.

Kdrddsek

l. Beliil iires nagy g<imb k<iz6ppontj6ban egy kis tii_
megii test van. Ha a gtimbiin kivtil elhelyeziink egy
m6sik testet, vajon az iiregben l€v6 test 6rz6keli_e a
kiils6 test gravit6ci6s hat6s6r?

2. Ureges, feltiiltetlen f6mgiimb kiiz€ppontj6ban egy
tolt6s van. Ha a g6mbdn kiviil elhelyeziink egy
m6sik tiilt€st, vajon az iiregben l6v6 test 6rz6keli_e
a ktls6 tdltds elektromos er6ter€t?
Ureges vezet6 gdmb belsejdben l6v6 tiilt6s elmoz_
dul6sakor megviiltozik-e a g6mbrin kiviili elekho-
mos er6t6r?
Olajon fsz6 iireges femgrimbre ti t6st juttatunk. Fel-
tdltiitt 6llapotban a gdmb jobban vagy kev6sb6 medil
az olajba, netda uglranolyan m6tyen marad? Mi6rt?

Statikus egyensrilyban a tdbblettdlt6sek mindie a
vezet6 kii ls6 feli i let6n helyezkednek el.
Az elektromos er6t6r a vezet6 belsei6ben minde-
niitt 26rus.
Elektosztatikus egyensrilyban az elektromos
er6vonalak a vezet1k feliilet6re mindis mer6_
legesen futnak be. Az elektromos leier6sseg
nagysiga a vezet6 feliilet6n o / co, ahol o a lo_
kAlis feliiletmenti tdlt6ssfr(ses.

5. Hogyan lehet az iireges f6mgiimb kiils6 feliilet6n a
ttiltessiiniseg homog€n, ha a bels6 feliilet6n nem az?

6. Viilaszoljunk az 5. k6rd6sre rigy, hogy a k6rd6sben
a kiils6 6s bels6 szavakat felcser6ljiik.

7. Mi6rt nem c6lszerii a Gauss t6rv6nyt feltdltdtt
fdmkocka 6ltal ldtesitett er6t6r t6rer6ss6s6nek ki_
sziim i tdsiira haszndlni?

8. Mi6rt vonzza az iireges f6mgtimb fala a belsejdbe
juttatott tiiltest, fiiggetleniil att6l, hogy a giimb
tiiltiitt vagy sem?

9. Ha egy kismdret(i pozitiv tiiltds 6s egy nagym6retii
fdmgtimb vonzza egym st, akkor az azt ielenti va-
jon. hogy a f6mgiimbnek negativ t6lt6se van?

q C
L Clm

r)

2)
Pontszeni tdlt€s
Vonalmenti t6ltes

Fehiletmenti tdlt6s

T6rfogatmeni t6ltes

C/m2

C/m3

"on 
= ̂ o'

(ahol dr egy elemi vonalszakasz)

dq = odA
(ahol d,4 egy elemi feliiler*)

dq = pdv
(ahol d/ egy elemi t€rfbgat*)

3)



F eladatok
25.2 Az elektromos fluxus
25.3 Gauss tiirY6nye

25A-l Sz6mitsuk ki a @" fluxust a 25-23 6br6n illuszt-

dftilt tdlt6seloszl6s eseterc, az q, b es c z6rt feli.iletekre.

25-23 6bra
A 25A- | feladathoz.

25A-2 Egy inhomog€n elektromos t6rer6ss6g az .r > 0

t6rr6szben pozitiv x ir6nyir 6s nagysiiga 20r N/C, az r <

0 t6n6szben negativ x ininyir 6s nagysriga 20.r N/C.

Helyezziink el egy I m 6lhosszirsrigir (szigetel6) kocktit

irgy, hogy kiizeppontja a koordin6tarendszer orig6j6ba

essen, 6s 6lei legyenek piirhuzamosak a koordin6tarend-

szer tengelyeivel. a) V6zoljuk fol a terer6ss6geloszliist.

b) Szimitsuk ki a kocka egyes lapjain a fluxust. c) 326-

mitsuk ki, mekkora tiilt6s van a dobozban.

25A-3 A 25-24 irbrSn vi[,olt,l = 5 cm oldalhosszirsiigu

n6gyzetes keresztmetszetf csiivet helyezziik az E = 3O

N/C t6rer6ss6gii homog6n elektromos er6t6rbe fgy,

hogy az er6vonalak a cs6 tengelydvel p6rhuzamosak

legyenek. Sz6mitsuk Ui az ln'al' 
€rt'klt az 6brln

16that6 ferde sik eset6re, hogy meghat6rozzuk a teljes

O, elektromos fluxust, ami kil6p ebb6l az oldallapb6l.

E

25-24 hbra
A 25A-3 feladathoz.

25A-4 Egy Z 6lhosszirs6gir kocka alakri Gauss feliilet

kozdppontj6ban +0 ponttiilt6s helyezkedik eI T6telez'
zak ft., itogy a ktlre€bail 12AA erd1.ona1 /ndal kl szm-
metrikusan. a) Szimmetda meggondol6sokkal sziimitsuk
ki a kocka egyes lapjain a kil6p6 er6vonalak sziim6t
(terebzzik fel hogy egy er6vonal sem esik 6ppen 6lre

vagy csricsra); b) Hriny er6vonal halad 6t a kocka teljes

felszin€n? c) Terelezzj.;k fel, hogy a pontszedi tiiltes a

kocka belsej6ben, de nem a kiizep6n helyezkedik el.

Metyik k6rd6sre kellene m6s v6laszt adni, 6s mi6rt?

254-5 K6t v6gtelen, szigetel6 sik mindegyik6n egyen-

letes o tdlt6ssiiriis6g van. A sikok egym6ssal p6rhuza-

mosak. A szuperpozici6s elv haszniilatiival halArozzuk

meg a k6t sik kiiz6tti, illetve az azokon kiviil l6v6 elekt-

romos t6rer6ss6get.
2544A-6 Oldjuk meg az el6z6 plldillfgy is, hogy az egyik

sikon a tiiltessiiriis6g o.
258-7 Egy d vastagsigri lemezben egyenletes p t6rfo-

gatmenti toltes van. A lemez a iy 6s tz irdayokban gya-

korlatilag v6gtelen (25-25 6bra); az x tengely z6ruspontjiit

rigy viilasztothrk me g, hogy az a lemez d sz6less€gdnek a

fel6n6t legyen. Sz6mitsuk ki az elektromos t6rer6ss6g

nagys6g6t.n pozitiv 6rt6keire az a) 0 < r < d/2; b) x > dD

eseteke.

25-25 6bra
A 258-7 feladathoz.

258-8 Legyen a Fiild felszine felett kis t6vols6gban, az

iires t6rben egy proton. a.) Szrimitsuk ki azt a I toltest,

amit (egyenletesen elosztva) a Fiild felszin6re kellene
juttatnunk, hogy akkora elekhomos taszit6et6t okazzo\,

mint ami 6ppen kiegyenliti a Fdld gravitiici6s vonz6-

erej6t. b.) Ez a Q tifltes a nagyobb ti4vols6gban 16v6 sza-

bad protonoka hat6 gmvit6ci6s er6t is kiegyenliten€

vaj on? Magyariizzuk meg.

25.4 Gauss tairvdnye 6s az elektromos vezel6k

25.{-9 Tekintsiink egy nagyon nagy sugani, elszigetelt

vezet6 giimbiit, amelyen a (C/m2 egys6gekben kifejezett)

homog6n feliiLletmenti tdltessiirfiseg o. a) Vezessiik le,

hogy mekkora az elektuomos t6rer6ss€g a giimb ktizvetlen

kiimyezet6ben. b) Halirozzuk meg, hogy mekkon az

ekkaomos tererdssdg egy o(yan, nagymdrettl &/k rezetd
kiimyezeteben, amely a giimbbel azonos feliiletf €s ttilt6-
sfi. T6telezziik fel, hogy a sikon a tiiltds egyenletesen osz-
lik el, vagyis a sz6lek hatris6t elhanyagolhatjuk.



25.{-10 Tekintsink egy l0 cm sugaru iireges femgiim_
b<it, amelyen +10 pC tdlt6s van. f.gy"" u iOrnU tJr;;-
p.ont1a a koordindtarendszer origojdban. A giimb belse_
Jeben. az.r - 5 cm pontban legyen egy . 3 gC nagysdgi
pontszerii tdlt6s. Szrimitsuk ki az elektromos t6r;;6s;-
get a..gdmbiin kivil, az x tengely ment€n. Vr2oljuk fel
az efiivonalakat a g<jmbiin kiviil 6s azon beliit.
25A-ll Tiszta, napos id6ben sik terepen vagy vizf-elszin
feletr az elekrromos tdrer6ssdg kb. I30 V/m nagysrigu is
rranya tetete mutat. (Felhcik aiafl a tdrer6ss6g nagysdga

ffuryegesen -vdltozhal. az irirnya akir ellenrdr; isl;he;j
Mekkora a leli i letmenri t i i l  r6ssfi nisdg i lyenkor?
258,-12 Egy nagyon hosszri, R sugarir f6mrfdon q
egyenletes feliiletmenti tdlt6ss(rfs6g van. a) Elhanya_
golva a rrid v6geinek hatisrit, sz6mitsuk ki az E t6rerris_
seget a henger felszin€t6l R trivols6gban. b) Sz6mltsuk
ki azr a v sebesseget. amellyel egy elektron a rrld kciri i l
/ l_tivolsdgban stacion6rius kdrprilydn mozogna.
258-13 A Fitld letszine tijldni elektromos t6rercissdg a fel_
szin feliileti tdlt6s6nek kiivetkezmdnye. Az elektromos tA-
er6ss6g a felszin feletti magass6ggal v6ltozhat, mert a leve_
g6ben is lehetnek szabad tdlt6sek, amelyeken az er6vonalak
v€gz6dhehrek, mik6nt azt a 25-26 6bl:. illuszh6lja. T6telez_
ziik fel hogy 300 m€rer magassdgban a terer6ss6g lO0 N/C
es_lefeld ilinyul, es 100 m magassdgban I50 N/i 6s ott is
lefele 'rdn),ui. a) Causs tiirvdny6nek felhaszndldsiival szri_

T]:.ll 
k - drtagos p rdltessiiniseget a lenri k€t magassiig

ko,/6tti hnomiinyban; b) Fejezziik ki a rdh6ssiinisdget rigt
is-- hogy megadjuk a tdbbleF vagy hiAnyzo et"trtronl't
kobmeterenk6nti szdmdt.

feliilet @u = 
{n an, ered6 elektromos f.luxus6t, figye_

lembe v6ve, hogy a bel€p6 er6vonalak negativ, a kil6_p6k pedig pozitiv fluxust adnak.

25-26 6bra
A259-13. feladathoz.

Tov6bbi feladatok

25C-14 Egy +O tdlt6sb6l 1200 er6vonal indul ki.
szimmetrikusan minden irdnyban. A Causs_felti let egy r

:uClr,1 ggTb.melynek k6z6ppontja a ponrszerii tdlles16l
zr-r.avotsagban van (25-2j ribra). a) Hdny er6vonal ha_
lad iil ezen a Causs feliileten? lUtmutatris: A D liigge_
l:lbel 

:ne.qll.altt6 az O t6rsz<ig es egysege. a sztera_
oran oe ntcroJa. trgy pont k6rii l i  teljes t6r 4r szteradidn
t6$zdgii; egy krip, melynek nyil6sszdge 20, e = 2n(1 _
cos 0) sztemdi6n t6rsziigfi.) b) Sz6mitsuk ki a Gauss-

25-27 {bra
25C-14 . felad,athoz.

25C-15 A 25-28 6bftn illusztrelt a bels6 6s b kiils6 su_
garu., y.egbl,€n hosszf cs6 fala pozitiv tdlt6sii. A p ti _
tessfriisdg nem egyenletes: a es b klzolt a tenselvt6l
'uert ldvofsdggal forditort ariinyban vitltozjk, aLz ha
o 

,,. i : 
U. O = k / r , ahot { egy SI egysdgekben meg_

adott konstans. a) Mi a /( egys6ge? b) Szdmitsuk ki az 7
hosszusdgri_ cs<idarab 0 li r6s6r. c) Causs tiirvenydt fel_
haszniLlva, halArozzuk meg az -6 elektromos t6rer6ss€set
a z r p o n l b a n l a < r < b ) .

25-28 6bra
A,25C-15. feladathoz.

25C-16 Egy korai (6s helytelen) hidrogdnatom_mod€ll
szerint, amelyet J. J. Thomson javasolt , az atombarL a +e
pozitiv tiiltds egy R sugaru gdmbben egyenletesen van
elosztva. Ennek ktizep6n foglal helyet a pontszerf _e
ttilt6sii negatlv elektron. a) Gauss tdrv6ny6i alkalmazva,
mutassuk meg, hogy az elektron a giimb ktizep6n nyu_
galmi helyzetet foglal el, 6s ha a k<iz6ppontb6l r<R
t6volsdgra kimozditan6nk, F: -lz visszat€rit6 er6 hatna
16. b) Mutassuk meg, hogy k=e2 /4tteoR3 . c) Hat6_
,?...1"\  ̂ :f 

,u. 
elekrron kiizeppont ktir i i l i  kis amptiru_

d6jri (< R) harmonikus rezgesdnek / frekvencidjir. d)
Sz6mitsuk ki, hogy rt milyen 6rt6ke eset6n kapunk a
rezges frekvencii i jara 2,47 l}ts Hz 6rl€ket ("2 a hid.o_
96nszin-kep legintenzivebb vonal6nak frekvencidia).
25C-17 A hdliumarom Thomson-modell je (tdsd az el6_
26 feladatot) szeirrt a +2e pozitiy tiilt6s egyenletesen
eloszolva egy R sugarf g(imb6t alkot, melyben a k6t _e



i l
tiilt6sii, pontszerfi elekton szimmetrikusan helyezkedik

el es-tg 6bra). Mutassuk meg, hogy az elektronok d

egyensrilyi uivols6ga R.

lutmutatris: Az iiregben l6v6 er6t6r az eredeti giimb

er6ter6nek 6s az iireg hely6n elk€pzelt -p negativ tiilt6s-

siirft6g er6ter€nek szuperpozici6ja. Hasznos lehet az

ri = xi+yi vekloriisszefigg6s is.)

25-29 hbra-
A,25C-17. feladathoz.

25C-18 Egy -R sugaru giimbben az E elektromos ter-

er6ss6g kifel6 mutat, 6s 6rteke mindeniitt konstans' to'

igy, E: Eo i,ahol i a kifel6 mutat6 sug5rir6nyf egy-

s6gvektor. a) Felhaszn6lva Gauss tiirv€ny6t vezessiik le

holy hogyan fugg a p(r) t6rfogatmenti ttilt6ssii(iseg az

r sugArt6i. (Utmutatis: az integr|lsz6mitis alaptetele

szerint ha gtrt= t 'IUla,, 
akkor dg I dx = /{r) b)

A gdmb kiiz6ppontj6val kapcsolatban milyen nehdzs€g

ad6dik?
25C-19 Ahogyan a 25-30 6br6n l6that6, az E t6rer6ss6-

eii homogdn elektromos terbe igy helyez0nk egy R

iugaru. sit lappal zdrl f6lgiimbiit. hogy az er<ivonalak e

,ii lupor, -"i6l"g"sen haladjanak Sz6mitsuk ki a 96r-

biilt ieliileten a @" elektromos fluxust integr6l6ssal'

tjt-otatis: frgyelembe v6ve a szimmetri6t, legyenek a

r/A elemi feliiletek az 6br6'n illusztr6lt olyan v6kony

gyiiriik (s6vok), amelyek ment6n az E 6s dA ktiziitti 0

trOg atlo"aO. A s|vok dA teriilete a 2z(R sin 0) hosz-

,srr,k, 6. u h : R.lO sz6less6giik szorzata Ennelfogva

dA = 2nR2 str7 d0 . Az 6sszegz6sn6l 0, z6rus 6s 2n

kiiziitt v6ltozik. Az eredmeny termeszetesen egyenl6 a

sik-lapon 6tmen6 fluxussal, de ellent6tes el6jelii' azaz

-EVrl\. A leljes zen feliilelen a fluxus z6rus'

ZSi-ZO SzigetetO anyagb6l k6sziilt 2a sugarir g6mbben

az egyenletes terfogatmenti t6ltessiir(s6g p' (T6telezziik

fet, iogy n giimb anyagiinak nincs hat6sa a t6rer6ss6g

nagys6gira.) A 25-31 6br6n t6that6 helyen a giimbben c

rol-,i-gO.U alaku iireget k6peziink Mutassuk meg'

hogy az iiregben az elektromos t6rer6ss6g homogen es

nagYsdga 6 ,  =0  6s  E"  =Pa l3 to '

25-30 6bra
A25C-19. feladathoz.

25-31 i.}�ra
A 25A-1. feladathoz. A giimb alakf iireg kdzeppontja

az y = e/2 ponlban van,



AZ z 4-4 5 FE JE arlr-KPAnaTLAN
szAvro z tst FELADATATNAK
MEGoruAs.q.r

XXIV. Fej ezet

24A-l 649 kg
24A-3 2,27 x 103e

24A-5 110 N 157"-ra a +x tengelyt6l

248-1 2,51 x lO \o

248-9 r = 0,817 m
248-11 9,55 elektront

24A-13 4,90 x l0 r C

248-15 y = (qE.l2mv.2)x2

24A-17 1,70 x 1f  " 'm

248-19 Ql4rce"d(d + L)

248-21 A v|lasz ad'ott.
24C-23 A velasz ad'ott.
24C-25 A v6lasz adott
24C_21 w/: e2tBre.R

24C-29 3,67 cm

ztc-3r zo"fiu 2qn
- l  a F  I  t ' [  , r " ! 1 1

2 4 c - 3 3  d = i | " , * * l t  - - : : : l v  +  '  
I

m @ \ z )  2 ' l  ^ ' )

258-13 b) 1,38 x lO?elektron/mr hii iny

25C-15 a)  C/m' �  DQ=ntL(b-a)
c) E: (.kle.)(1 - alr)

25C-17 A v6lasz adott

25C-19 E(ttR2)

XXVI. Fej ezet

26A-l a) 2 ,05 x I 06 m/s

b)  12  eV,  1 ,92  x  10  ' '  J  c )  3 ,89  ns

26A-3 a) 2.19 x 106 m/s c) l3,6eV

268-5 0,0415 kqlal a kozeqqontban'

268-7 A viilasz adott

268-9 1,01 x 10-19N, 18,4o az "rr tengelyhez kepest

268'-l I Q.,12. 3Q./2

268-13 A giimb belsej6ben E: O, V: -(140/3re) 1tY

a gtimbtik kozt

E = (80l4ne.l) PNlCbefel6'

V: -(1l4rce,)(801r - 40/0,5) PV

a giimbiikiin kiviil E = (40l4nc.l) pNlC,

befel6,
V: (4ol4re"r) PY24C-35 a) E, = LL I 4xe ,,a

I  r - -  ) . 1
b )  E ,  = r , t , 4 r r .  ) [ ( l  q \ - t l ' l L '  r o ' l ]

24C-37 A v|lasz vdott-
24C-39 A v6lasz adott.

,Oa-41 B= (Ql4tle.R,) sin(//2R), a megmarado

k6rivt6l kifel6 irrinYitva

XXV. Fejezet
25A-1 a) zbrus b)3qle. c) -2q/e"

2 5 A - 3 ' 7 , 5 0 x 1 0 ' � N m 2 / C
25A-5 a) z6rus b) o/a.

258-7 a) Pxle. b) Pd/2e.

25A-9 a) ole.b) o/2e"

25A- l l  -  1 ,15  x  lo - ' �C /m'

2 6 c - l s  ; 9 , I n
+ t t t , t

26C;17 a) Clnra b) Q: ArRa

a)  E :  Ar2 l4E.  d ) r2Reset6n  V:ARa/4€. r

r 3 R eset6n 1t =(A^LQ@R]-4)

26C-19 2000 v

26C-21 A v6lasz adott.

26C-23 a) 2,72 x lO-5 m

b )  2 . 6 5  '  l 0 ' n v s  e s  6 . 1 9  <  l 0 '  m  s

c)  2000 eV,3 ,20  x  10 . ' "  J
( r  -  . r  r r  

' l

26c-25  a)  tq  z l$ " t l ^ "  { /  2 )  I  
- l  t }

D k i ta rca , ) lO+ t tD  
|  +O- t tD - t  -2 lY f

t--- ----;

I + a l l ' + y '

,




