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A GRAVITACIO

Gravitacio, (fonév) Az hogy a testek hogyan kozelednek egymdshoz a
vonzoerd hatdasdra, a benniik lévd anyag tomegéidl fiige — és az, hogy mennyi
a testek t6mege, a kézottiik ébredd vonzoerdbdl dllapithato meg

AMBROSE BIERCE

((The Enlarged Devils Dictionary),

(Az ordog kibévitett szotdra))

93 millio mérfoldnyire a Naptol egy gémbdlyiive kopott szikldn ilok, amely
drdanként 1000 mérfoldes sebességgel périg ... fejem kifelé mutat a térbe és
semmi sincs kozottem és a végtelen kozott, csak az, amit gravitdciénak neve-
ziink, amit nem is tudok megérteni, s amit senki sem tud sehol megvdsdrolni,
hogy tartalékolja egy gravitacio nélkili napra

RUSSELL BAKER

(Am. Journal of Physics 43, 704 (1975))

16.1 Bevezetés

Mi a gravitaci6? Ez a kérdés komolyan foglalkoztatja a természettudosokat
mdr a régi gbrogok kora o6ta. A vita mindmadig tart. A leginkabb elfogadott
gravitacidelmélet — Einstein édltalanos relativitaselmélete — egyezik az eddig
végzett néhdny kisérlet eredményével, de tovabbi bizonyitékok megnyugta-
toak lennének. Néhany, tovdbbi kisérlet, amely az éltalanos relativitdselmé-
letet ellendrzi, jelenleg el6készités alatt van'.

Egészen a tizenhetedik szdzadig arrél; hogy miért esnek a testek a fold-
re, a legelterjedtebb vélemény az volt, hogy ez foldi testek ,természetes”
hajlama. De mert ezt a hajlamot a Nap nyilvinvaléan nem kévette, ugy vél-
ték, hogy a ,,mennyei” testek mas mozgdstorvénynek engedelmeskednek. Ez
az égi ¢s foldi mozgéasokra vonatkozo kett6s gondolkoddsi norma Arisztote-
lész idejétél (~ Kr.e. 340) mintegy kétezer éven 4t tartotta magat. Ezek az
elképzelések a Foldnek kitiintetett szerepet tulajdonitottak. Mi voltunk a ké-
zéppont, és a mi fizikai térvényeink az univerzum tobbi részének a térvénye-
it6l kiilonboztek.

Az ilyen eszmék nehezen halnak el. Jollehet, most kénnyen elfogadjuk,
hogy a Fold csak jelentéktelen helyet foglal el a dolgok nagy rendszerében,
de az emberiség otthondnak, mint az univerzum koézéppontjanak feladdsa
keserves felismerés volt. 1600-ban az olasz Giordano Bruno filozofust mag-

Nemrégiben néhdny alternativ gravitdcidelméletet javasoltak. Ezek az (jabb javaslatok
Einstein elméletének f6 vondsaival Gsszhangban vannak, de bizonyos részletekben eltérnek
téle. Sajnos az Ujabb elméletek és az Einstein féle 4ltalanos relativitdselmélet kozdtti don-
téshez sziikséges nagyérzékenységll kisérletek tervezése és kivitelezése rendkiviil nehéz.
Mindeddig az Gsszes csillagaszati adat (kisérleti hibahatdron beliil) megegyezik Einstein
elméletevel.
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(a) Elipszis F és F, fokuszpontok-
kal. Az a szakasz az ellipszis
nagytengelyének fele.

Bolygod

(b) Kepler masodik torvénye: a
bolygé Nap koriili mozgisa so-
rdn a palya minden pontjaban a
Naptol a bolygoig htizott radi-
uszvektor egyenld idGtartamok
alatt egyenl§ teriileteket surol.
Ezért a bolygd napkézelben
gyorsabban halad.

16-1 4bra.

A bolygok a Nap koriil ellipszispalyén
mozognak. A Nap az ellipszis egyik
fokuszaban van. Az abrdkon az
»egyenld teriiletek” térvényének érzé-
keltetésére az ellipszisek excentricita-
sa el van tilozva. A tényleges bolygo-
pélyak sokkal inkabb a korho6z
hasonloak.

lyan égették meg (egyéb eretnek eszméi miatt is) a Kopernikuszi vilagrendbe
vetett hitéért, amely szerint valoban a Nap a ,,Naprendszer” kézéppontja.
Kés6bb, 1633-ban hasonlé gondolatokért Galileo Galileit allitottak birdésag
elé és bortdnozték be.

Newton graviticiéelmélete a Hold és a bolygdk mozgasinak megérté-
sének szdindékabol nétt ki. Ehhez az alapvetd munkéat Kepler, Tycho de
Brahe és mdsok végezték, akik az égitestek mozgdsat nagy pontossiggal
megallapitottak és beillesztették egy viszonylag egyszerli modelbe, amely
szerint a bolygok a Nap kériil ellipszis palyan keringenek. De miért mozog-
nak a bolygok igy? Milyen erShatdsra keletkezik a kepleri ellipszis palya?
Newton nagy éleslatissal tette meg azt a bator 1épést, hogy az égitestek moz-
gasanak magyardzatat foldi megfigyelésekbdl levont fizikai torvények alap-
jan keresse. Tekintsiik 4t roviden ezt a torténete.

16.2 A Kepler torvények

A tizenhatodik szdzad végére az égitestek megfigyelése jelentds fejlédést ér
el. Egy din nemes, Tycho de Brahe megépitette az els6 nagy obszervatériu-
mot — egy valoban nagyszer(i létesitményt — egy Kopenhagéhoz kozeli szi-
geten. Bar a tivesdvet még nem taldltik fel, Tycho éveken keresztiil lelkiis-
meretesen feljegyezte a bolygbk mozgasanak pontos adatait. Megfigyeléseit
elmés mechanikai szerkezetekkel és puszta szemmel végezte. Tycho adatait
haldla utdn asszisztense, Johann Kepler tanulmanyozta, és ezekb&l harom
egyszerii torvényt vezetett le, amelyekkel a bolygok mozgisat minden eddi-
ginél nagyobb pontossaggal lehetett leirni. A goérogdk nyomdokait kovetd
Kopernikusz szerint a bolygok kérpalyan keringenek a Nap koriil, Kepler
viszont feltételezte, hogy a palyak ellipszisek (lasd a 16-1 4brat). Kepler ha-
rom torvénye’:

A BOLYGO- (1) A bolygok ellipszispalyin keringenek a Nap koriil,

MOZGAS amelynek egyik fokusziban a Nap van.
KEPLER (2) A Naptél a bolygéhoz hiizott radiuszvektor egyen-
FELE 16 idétartamok alatt egyenld teriileteket stirol.

TORVENYEL - (3) A bolygé 7 Kkeringési id6tartamanak négyzete
aranyos a bolygé Naptél mért kozéptivolsaganak’
kibével. Tehat a T*/R® 6sszefiiggés minden bolygo-
ra allando.

Kepler azt is igazolta, hogy ezek a torvények mads bolygorendszerre is alkal-
mazhaték, pl. a Jupiter holdjaira. fly médon az elmélet altalanosnak latszott.

De e szabdlyossigok oka ismeretlen volt. Az ,er6” fogalma még nem
volt kelléen megalapozva, jollehet Galilei megtette az elsé 1épést a vildgos
eréfogalom felé, amikor a mozgds megvaltozdsinak okdul az erét jeldlte
meg. Az oridsi dontd 1épést azonban kétséget kizdréan Newton tette meg
midon kiadta a Principidat, amelyben megfogalmazta mozgastorvényeit és
gravitacio-elméletét.

Az eredeti latin szovegben Kepler hirom térvénye csak 59 szobdl all. Ezek a szavak fek-
tették le a klasszikus mechanika alapjait.

Sok évvel késdbb a newtoni mechanikai és gravitacios torvénybél levezetett harmadik
Kepler térvény az ,itlagtavolsagot” az ellipszispalya fél nagytengelyeként adja meg.
(Lésd a 16-1a 4brat.)
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16.3 Newton tomegvonzasi torvénye

Newton lenyligbz6 teljesitménye a tomegvonzasi térvény kimonddsa volt,
amely a lehullé almdra éppligy érvényes, mint a Hold és a bolygék pélyan
valo maraddsdra. Megdllapitotta, hogy az univerzum béarmely két részecskéje
kozott vonzoerd miikodik, amelynek nagysaga
m, m
F=G—L1 (16-1)

2
r

ahol m, és m, a két részecske tomege, r a részecskék tavolsiga és G a kisér-
letileg meghatirozott univerzalis graviticios dllando:

G=6,672 % 10" N-m*/kg*.
Vektoridlis alakban: az az er6, amit m, fejt ki m,-re

m, n, .

By = -G, (16-2)

ahol 1), az m,-t6l (az er§ forrasatol) az m, (amelyre az er8 hat) felé mutatd

egyseégvektor. A negativ elGjel vonzoéerdre utal. A kettSs index azt jelenti,
hogy a tavolsag (vagy er6) az els6 indexszel jelolttél a masodik indexszel
jeldltig értendd. Newton harmadik torvénye szerint F,, = —F,,.

Newton tdmegvonzisi térvényének néhany vondsat ki kell hangsiilyoz-
ni. Mindenekel6tt azt, hogy nem ad valaszt arra az alapvet kérdésre, hogy
valdjdban mi a gravitacid, vagy, hogy miért léteznek ilyen erék. De meghatd-
roz olyan créket, amelyek megmagyardzzdk egyes testek mozgisinak ird-
nyat, és tdmoren kifejezik ezen erék jellemz8it. Az er6k mindig parosdval
jelentkeznek; vagyis két részecske kolcsénds vonzéerSvel hat egymasra,
nagysiguk egyenld, irAnyuk ellentétes — ez megfelel Newton harmadik tor-
vényének. Ilyen, parosaval fellépd erk hatnak az univerzum barmelyik két
részecskéje kozott, mas objektumok jelenlététdl fiiggetleniil, Ha tobb test van
Jelen, a szuperpozicié elve alkalmazhato: barmely részecskére haté gravitici-
0s er6t a ra hato erdk vektori 6sszegeként kapjuk.

Két elektromos toltés kozott fellépd — taszito vagy vonzo — erdvel el-
lentétben a gravitacids eré mindig vonzo. Tovabbi eltérés az elektromos
vagy a magneses er6k és a gravitaciés erd kozott az, hogy mig az elektro-
mos er6k hatdsat alkalmas fémlemezzel (fémerny6vel) vagy a mdgnesek
kozotti magneses erd hatdsat elegendBen vastag lagyvas lemezzel arnyé-
kolni lehet, addig a graviticios erk kizdrdsdra semmilyen erny6t vagy
pajzsot sem ismeriink.

Erdekes azonban, hogy a két (g, és 9) pontszerii tltés kozott felleépd
elektromos erdt leird

F=ph% F, = k%f—zf-u (16-3)

2
¥

osszefliggés éppligy a tavolsdg négyzetével forditottan ardnyos, mint a gra-
vitacio torvénye (jollehet az elektromos erd a tdltések eldjeléts] fiiggGen
vonzo es taszito lehet). Ezért kutatds folyik egy ,.egységes térelmélet” kidol-
gozasara, amellyel mind a graviticids, mind az elektromos erék leirhatdak
lennének. De ezek a kisérletek mindeddig nem voltak eredményesek.

NEWTON ES A GRAVITACIO
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Centralis erok

A természetben sok példa van centralis er6re: olyan vonzé vagy taszito ero-
re, amelynek hatdsvonala mindig egy rogzitett ponton megy dt. Példaul az a
gravitacios erd, amit a Nap gyakorol egy bolygéra, mindig a Nap kozép-
pontja felé irdnyul6 centralis eré. A centralis er6 érdekes tulajdonsaga, hogy
azért, mert hatdsvonala mindig athalad az O kézépponton, nincs az O pontra
vonatkozo forgatonyomatéka; ennélfogva a centrumra vonatkoztatott impul-
zusmomentum megmarad. Tehat a bolygd palydjanak minden pontjaban a
bolygé Nap koriili impulzusmomentuma id6ben alland6. Mas példa erre az
elektron mozgdsa a Bohr féle hidrogénatom modellben — az erd, amit a pro-
ton gyakorol az elektronra, centrélis erd, igy az elektron protonra vonatkoz-
tatott impulzusmomentuma id6ben allandé. Az atommagok tulajdonsdgainak
kutatdsaban alkalmazott nagyenergidji szorodasi kisérletekben az alfa re-
szecske (aminek pozitiv toltése van) pozitiv toltésii maghoz kozelitve eredeti
palyajatol centralis taszito eré hatdsara tériil el oly modon, hogy a
(Iényegében) rogzitett magra vonatkozoé impulzusmomentuma megmarad.

Tekintsiink egy m tomegili miiholdat, ami Gigy kering a Fold koriil,
hogy a Fold kdzéppontjatol mért foldtavoli apogeum-tavolsaga négy-
szer akkora, mint foldkdzeli perigeum-tivolsaga, ahogyan ezt a 16-2
abra mutatja. Hatdrozzuk meg a mihold v, apogeumsebességének s
v, perigeum-sebesscgenek aranyat!

*  Azid6tajt a differencial- és integrlszdmitdsi eszméje mér ,.a levegben volt”. Newton
matematika tandra, Isaac Barrow mar igazolt egy, az alapvetd differencial- és integralsza-
mitassal ekvivalens elméletet. Gottfried Wilhelm von Leibniz, német filozofus és matema-
tikus, a differencidl- és integrilszdmitast kilenc évvel kés6bb, mindenkit6l fuggetleniil, a
maihoz kézelebb allo szimbolikéval dolgozta ki.
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MEGOLDAS

A miiholdra haté gravitacios er6k ereddje centrdlis er8, az ellipti-
kus palyin tortén8 mozgas sordn mindig a Fold kézéppontja felé
mutat. Ezért a Fold kozéppontjara vett L impulzusmomentum idg-
ben allandé.

& S

Apogeum-ban és perigeum-ban a radiuszvektorok merdlegesek a
trajektoridra, ezért az impulzusmomentumok [a (12-9) egyenlet sze-
rint] a kovetkez6k:

my,Jr,=mvr,

Igy a keresett arany —= =—.

16-2 PELDA

Mutassuk meg, hogy amikor egy bolygé a Nap koriil kering, akkor (a
Naptol a bolygéig hizott) radiuszvektora egyenld iddtartamok alatt
egyenld teriileteket sarol.

MEGOLDAS

A 16-3 dbra a Nap koriil kering6 bolygo ellipszis-palyajit (a numeri-
kus excentricitast erésen tilozva) vizelja. Mivel a bolygéra-haté gra-
vitdcidés er6 mindig a Nap felé mutat, a bolygéra nem hat Napra vo-
natkoz6 forgatonyomaték. Tehdt a bolygd impulzusmomentuma
id6ben allando. (Feltételezziik, hogy a Nap nyugalomban van.)

At id6 alatt a bolygd vAt tavolsaggal mozdul el. Ezen id& alatt
a radiuszvektor surolja a bearnyékolt keskeny teriiletet. Szamitasunk
egyszerlisitésére ezt a teriiletet » magassagn, Ax alapl egyenlGszara
haromszoggel kozelitjik. A Ax alapot vAt -nek az r -re merdleges
egyenesre vald vetitésével kapjuk. Ha az r és a v vektorok altal be-
zart szog @, akkor Ax = vAf sind. gy a haromszog A4 teriilete

AA4 = Y(magassag)(alap) = Yar vAt sin®

Amint At értéke kisebbé vilik, A4 megkozeliti a fenti értéket. Szam-
1416t és nevezdt m -mel szorozva, At -vel osztva és At -vel zérushoz
kozelitve ( At — 0), kapjuk:
A4 dA 1 :
lim bl (mvrsin6) .

Az (mvr sinf) tényez6 a bolygé Napra vonatkozé L impulzusmo-
mentuma, ami id6ben 4llandé. Igy a dA4/dt teriiletsebesség, amivel a
radiuszvektor a teriiletet surolja, ugyancsak idében alland6 a pélya
barmely szakaszara. Tehat a sugdr egyenld idétartamok alatt egyenld
teriileteket surol. Ez a kovetkeztetés azon a tényen alapul, hogy a gra-
vitacios erd centralis erd, nem gyakorol forgatonyomatékot a bolygo-
ra.

16-2 abra.
A 16-1 példahoz.

16-3 abra.
A 16-2 péddhoz
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16-4 abra.

Az m' tomegl vékony gy(irii az yz
sikban fekszik. A részecske a gytird
tengelyén van.

e s S A R e e ity L 2]
16-3 PELDA

A Fold koriil korpalyén keringé mesterséges hold 7'id6 alatt tesz meg
egy teljes fordulatot. (T a mozgds ,,peridédusideje”.) Hatdrozzuk meg
G, T és M (a Fold tomege) fliggvényében (a) a mesterséges hold v se-
besscget és (b) a pélya » sugarat!

MEGOLDAS

(a) A mesterséges holdra hato graviticios erd szolgdltatja a centripe-
talis gyorsulast:
ZF =ma

GMm [#J
=m| — |
]"2 ¥

Abbol az 6sszefiiggésbol, hogy v = (tivolsag/id8) = (2zr/T), azt kap-
juk, hogy r = (Tv/2m). Behelyettesitve a fenti egyenletbe és mind-
két oldalon m/r -rel egyszertisitve:

GM ; fzyrGM
e vagy v=3 :
(Tv/ 2r)
22GM _
(b) J os GM
271' 271'

Minthogy a mesterséges bolygd m tomege nem szerepel a megol-
dasokban, azert a kapott eredmények a korpdlyan keringd tet-
szbleges testre érvényesek.

16.4 Pontszerii és kiterjedt test kozott fellépé
gravitacios erok

A pontszerli részecske és kiterjedt test kozott fellépd er6hatds meghatdrozasa-

ra alkalmas differencial- és integrélszamitds kidolgozdsa soran Newton két

fontos kdvetkeztetésre jutott. Feltéve, hogy a kiterjedt (nagyméretii) testnek
gombszimmetridja’ van, akkor

(a) kiils6 pontokra a nagyméretii test tigy tekinthetS, mintha teljes to-
mege a kozéppontjdban lenne koncentralva;

(b) a homogén gombhéj alaki test belsejének barmely pontjaban 1év
részecskére a gdmbhéjtél szdrmazd gravitacios erbk ered6je zérus.

Ezt a két eredményt most levezetjiik. A levezetés integraldssal jar, de ha 1é-
pésenként kovetjiik, akkor az integralasi eljarasra is tanulsagos példaként
szolgal.

Tekintsiik elészor az m’ tomegl vékony gylir és a gylird tengelyének
cgyik pontjaban elhelyezett m tomegli részecske kozott fellépd gravitdcios
vonzoerdt (16-4 abra). A gylirlinek az a dm eleme, ami a részecskét6l s
tavolsagra van, a részecskére dF er6t gyakorol. Az er6 nagysaga

* A gdmbszimmetria azt jelenti, hogy a siiriiség ugyan véltozhat a sugérral, de nem fiigg az

iranytol. {gy a siiriiség csupén r fiiggvénye: p=Az).
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mdm

7
s

dF =G

(16-4)

Most vegyiik figyelembe a gylirli minden elemét. Ha a gy(ir{i minden elemére
Osszegeziink, akkor a szimmetria miatt az x tengelyre merdleges er6kompo-
nensek osszege zérus. [gy csupan a tengellyel parhuzamos komponenseket
kell tekinteniink. Mivel az 6sszeaddsa sordn a cos @ tényez§ allandé, igy ki-
emelhetd az integraljel elé. Ezért az x tengely menti F ered6 erd az alabbi
integrallal egyenld:

mcosé dm
i =IcosBdF:JGhS2—
:Gmczsﬂjdm:Gm mzcosﬂ (16-5)
el Ly s

ahol az integralas kiterjesztend6 az egész gyfiriire. (Megjegyezziik, hogy ‘a
gylrilt nem tekinthetjiik igy, mintha egész tdmege a kézéppontjiban lenne.
Az ilyen egyszertisités csak gombszimmetrikus testekre érvényes.)

Most tekintsiik a részecske és egy vékonyfalti gdmbhéj (16-5 4bra) ko-
z0Otti gravitdcios vonzoerdt! A héj teljes tomege M, vastagsdga a gomb R su-
garahoz viszonyitva elhanyagolhat6. A gémbhéj dm elemi témegét gy va-
lasztjuk meg, hogy annak minden pontja egyenld tavolsagra legyen a
részecskétol. A dm elemi tomeg a goémbhéjbol kivagott koéralaku csik
(gombév). A (16-5) egyenlettel analog médon az m tomegii részecskére hatd
dF er6

dF =G m (16-6)
K
Azonban a dm elemi témeget més, az egész gombre kiterjesztend6 integralas-
ra alkalmasabb paraméterrel kell kifejezniink.
Az elemi koralaku csik (gombov) sugara Rsin®, felszine:

A gombov teriilete = (27R sin@)(R d@) (16-7)

fgy, ha a gdmbhéj egységnyi teriiletre juté tomegét o -val jeldljiik, akkor az
elemi koralaku csik dm tomege

16-5 abra.

Az R sugaru dR vastagsagi
gombhéjbol kivagott kéralaki dm
tomegli szalag altal az m tomegi
részecskére kifejtett dF gravitacios
vonzoéerd.
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Tomeg

dm = (Terzl'let)[ ] = (2r Rsin®@)(Rd®)(0) = 27oR* sin® dd (16-8)

Teriiletegysé g

Az integrél egész gombre valo kiterjesztése céljabol a' koszinusz tétel
segitségével az s és @ valtozok kozott a kovetkezd dsszefiiggés irhato fel:

s*=R*+x*>—2Rxcos®@ (16-9)
Differencialva:
2sds = 2Rxsin® d® (16-10)
d
Rsino do =24 (16-11)
X

Azt is figyelembe vessziik, hogy a 16-5 dbra alapjan

x— Rcos@
cosf=————
Y
ami a koszinusz tétel szerint
2 2 2
X" =R+
o e RN (16-12)
258

alakban is felirhatd. A (16-8), a (16-11) és (16-12) egyenleteket a (16-6)
egyenletbe helyettesitve adodik, hogy

22 he
SOk (x . +]]ds. (16-13)

2 Z
X hy

Ez az erd az, amit az elemi koralakt csik (gémbov) fejt ki a részecskére.
Amint az egyes elemi koralakl csikoktol szarmazo erbk 6sszegezését a teljes
gbmbre kiterjesztjiik, latjuk, hogy az egyetlen valtozd s, ami az (x — R) és
(x + R) hatarok kozétt valtozik.

Az integralas elvégzése egyszerii. Egyel6re az 4llandékat mellézve ma-
gara az integralra azt kapjuk, hogy:

(ER) i itars
| (¥+l}is — 4R (16-14)
(p\
amivel a részecskére hato ered6 eré

Gmo4nR?
= j'dF = (16-15)

egész gémbre X

Mivel a gdmbhé;j teljes tomege M = c4nR*, ezért

mM
—

F=G (16-16)

X
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Ez az eredmény megegyezik azzal, amit akkor kapndnk, ha a héj egész tome-
ge a kozéppontban lenne koncentrdlva.’

Egy t6mor gombét Ggy képzelhetiink, mintha nagyszadmi koneentrikus
héjbol lenne dsszerakva, a hagyma rétegeihez hasonléan. Még akkor is, ha az
egyes héjak siirlisége kiilonbdzd, mindegyikiik tomegét a kdzéppontjaba
koncentralva képzelhetjik. gy, feltéve, hogy a tomor gombnek gombszim-
metridja van (vagyis, hogy stiriisége csupdn r fiiggvénye),

A gobbszimmetrikus a gomb dltal a részecskére hatod
tomegeloszlasii, gomb- gravitacios erd ugyananolyan,
alakn testen kiviil 1évd m mintha a gomb tomege a kozép-
tomegii részecskére pontban voina koncentralva.

Mi van azzal a részecskével, amelyik a gombhéj alaki test belsejében
van? Az eredd er6t rogton kiszdmithatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a
(16-14) integral hatarai most (R — x) és (R + x). Az integralast elvégezve, a
tetsz8leges belsd helyen 1évo részecskére haté ered6 erére zérust kapunk:

Homogén gombhéj az a gravitdcids erd, amit a homogén
: belsejében 1évd részecs- gombhéj a belsejében tetszés szerinti
kére helyen lévi részecskére gyakorol,
| zérussal egyenld.

Utobbi eredményiinket integralas nélkiil, egy (el8szoér Newton altal el-
végzett) érdekes okfejtés-lincolattal is megkaphatjuk. Tekintsiik a gémbhéj
belsejének tetszés szerinti P pontjiban 1év6 m tomegt részecskét! Képzeljiink
egy tetszdleges kiterjedést, kis nyildsszogi kapot, amelynek csicsa a P
pontban van! A kip a gdmbhéjbol d4, teriileti feliiletelemet metsz ki (16-6a
abra). Ha vele azonos térszogli’ kupot vetitiink az ellenkezé iranyba, az dA,
teriiletet metsz ki. Az elemi dQ térszoget (steradidnban mérve) a dA,/r* hi-
nyadossal definidljuk, ahol d4, a térszog csucsdbol hizott, az r tavolsdgra
merdleges teriilet. Szamitsuk ki, gémb esetében milyen kapcsolata van a d4,
¢s a dA, teriileteknek az 7, -re és az r, -re merdleges dA,, és d4,, vetiileteik-

: kel! Minden olyan egyenes vonal mint », és vele egyiitt , két pontban metszi
, a gdmbot, és a gdmbfeliilet normalisdval ugyanazt az o szoget zirja be, Te-
hét dQ = dA, /r = (dA, coso)/r>= (dA4, cosa)/r,’. A & (az egységnyi feliiletre
Jjutd tomeg) jeldléssel a két tomegelem

dQr’
dm, = o d4, S és dm, =od4, =
cosa cosa

2
cdQr,

Ez a két elemi tomeg az m tomeg(i részecskére graviticids er6t gyakorol. A
k¢t erd ellentétes irdnyl és nagysaguk aranya:

Gm dm, o dQr’
I 2 2
dF, T COSQL 7,
g ‘ = ‘2 =1 (16-17)
dar, Gmdm, o dQr,
r22 coso rzl

; ' Ha azt hinné valaki, hogy ez az eredmény a tomegkdzéppont helyzetének nyilvanvald

i kovetkezménye, annak elmondjuk, hogy ez mds szimmetrikus alakzat esetében nem sziik-
ségszertien igaz. Példdul a homogén kockaalaki test nem ligy vonza a kiilsé testeket, mint-
ha tomege a kozéppontba volna koncentralva. A fank alaky test graviticiés mezSje sem
ekvivalens egy, a kozepébe gondolt tomegpont gravitacios mezdjével. Csak azok a testek
rendelkeznek ezzel a tulajdonsaggal, amelyeknek a tomegeloszlisa gimbszimmetrikus.
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(a) A P pont tetsz6legesen helyezkedik (b) A dQ térszogdn  beliil - 1év6
el a vékony homogén gémbhéj bel- gombhéj-szeletek tomege dm, és
sejében. A P pontbdl mint csicsbol dm,.
hizott d2 térszogl kettds kap pa-
lastja a gdmbhéjbol dA4, és dA, feli-
leteket metsz ki.

16-6 abra. (c) A dA,, teriilet a dA, teriilet 7, -re
A vékony homogén gémbhéj tetsz6leges belsé P pontjaban elhelyezkeds m to- merdleges sikra vett vetiilete.
megl részecske. Nagysiga dA, =dAcosa.

Tehat a ket eré egyenl6 nagysagii és ellentétes iranyd, igy kiegyenlitik egy-
mast. Az m -re hat6 ered er8 zérus! Az elemi tomegek teljes gsmbhéjra valé
paronkénti szimbavételével arra a kvetkeztetésre jutunk, hogy a homogén
gombhéj belsejében béarhol 16v6 m tomegii részecskére a gombhéjtél szarma-
z6 graviticios erbk ereddje zérus.

A kovetkezd két konkluziot néha héjelméletnek nevezik:

A HEJ- Homogén gombhéj olyan = Homogén gombhéj a bel-

ELMELET vonzéerét gyakorol egy raj- sejében 1évé részecskére nem
ta kiviil elhelyezkedd ré- gyakorol gravitaciés erdét,
szecskére, mintha a héj barhol legyen is a részecske
egész tomege a kozéppont- a géomb belsejében.
ban lenne.

Alagutak

A tovabbiakban megtargyalhatunk egy érdekes problémat: a Foldnek az
atmér6je mentén fart alaghtban mozgo részecskére haté ereds erd probléma-
Jat (lasd 16-7 dbra). Egy tetsz6leges helyen 1év6 részecskére haté eredd gra-
vitacios er6 a Fold tomegének csupdn attol a részétél szarmazik, ami az »
sugar gébmbon beliil van. (Mint lattuk, az r sugdron kiviil 1év6 gémbhéj az m
tomegi testre zérus graviticios er6t gyakorol.) Feltéve, hogy (a valosaggal
cllentétben) a Fold p siiriisége dllandd, (az abran drnyékolva rajzolt) » suga-
rd gomb belsejében 1év6 anyag M tdmege:

M =pV' =p (4/3) nr.

Az M’ tomegii tartomény az alabbi gravitacios vonzoerét fejti ki:

' Gmp4
sl uigdb] 1 dopml oo [CORM s 5 00s s
’ #2 P 3 3
16-7 abra.

A Féld atmérdje mentén fart alagit- ahol a negativ el6jel a Fold kézéppontja felé mutatd iirényt jeloli, és k allando.
ban mozgo részecskére hato eré a Fold ~ Ez éppen az egyszerii harmonikus rezgé mozgas feltétele. Ha a Fold forgasatol
tomegének az dbran arnyékolva jeldlt eltekinthetnénk, akkor egy ilyen lyukba ejtett részecske egyszer(i harmonikus
részétbl szarmazik,. rezgd mozgassal ide-oda oszcillilna. Hasonloképpen bebizonyithats, hogy a
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Fold feliiletének bdrmely két (nem feltétleniil 4tellenes) pontjat Ssszekotd egye-
nes, sima fala alagitba ejtett részecske is egyszer(i harmonikus rezgé mozgast
vegezne ugyanazzal a rezgésidSvel, mint az 4tmér6 szerinti alagatban.

A 16-8 abran lathato diagram a homogén tomor gomb illetve a homo-
gén gombhej kdzéppontjatol killonboz6 tavolsagra 16vE részecskére hatd gra-
vitacios erd nagysagat vazolja.

16-4 PELDA

Hatdrozzuk meg egy M tomegi homogén tomor gémb és a 16-9 abran
lathato helyzetii [ hosszlsagu, m tomegl vékony homogén rid kozott
hato gravitacios vonzoer6t!

MEGOLDAS

Mivel a gdbmb homogén, ugy tekinthet8, hogy az egész tomege a ko-
zéppontjaba van koncentralva. Newton tomegvonzasi térvénye szerint
a dm elemi tomegre hato dF er6 ‘

M

X

m
ahol dm = = dx.

dm -ct behelyettesitve és a rid hosszdra integralva:

r+l
M (1
- Gﬁﬁgmcm—(_J

Ix % X%

r+l

r

7% m;‘d {r(ri!]}zc

Mint varhato volt, ha » >> [, akkor a rid majdnem ugy viselkedik,
mint egy, a gdémb kdzéppontjatol » tivolsigra 1év tomegpont.

mM
r(r + I)

A Cavendish kisérlet

A G univerzilis graviticiés allandé (ami nem tévesztendd ossze a g gravita-
cios gyorsuldssal) numerikus értékét egészen 1798-ig nem ismerték ponto-
san, amikor is meghatirozdsara az angol fizikus, Henry Cavendish, torzids
mérleget hasznilt. Az eszkdéz nagyon vékony fém- vagy kvarc-szalra fiig-
gesztett vizszintes rid két végére szerelt két kis m tomegli gombbsl 4ll
(16-10 4bra). Két nagyobb, egyenként M tomegli 6lomgombot tigy helyeznek
¢l, hogy a nagy és kis gomb-parok kozotti gravitdcids eréhatds a rudat a fel-
fiiggeszt6 szal mint tengely koriil elcsavarja. Mivel allandé stirliségii gombio-
ket hasznélnak, azért minden goémb graviticiés hatdsa olyan, mintha témege
a kozéppontjaban lenne koncentralva. A ridra erdsitett tilkor tavoli ernyére
fénysugarat vetit, hogy a fellép8 kicsiny elfordulds mérhets legyen. A
szobanforgo graviticios er6k nagyon kicsinyek, tipikusan 107'° N nagysag-
rendiek, (durvén 10 000 -szer kisebbek az emberi hajszal salyanal).

Kisérleti nechézségek miatt G az 6sszes természeti dllandé koziil a leg-
kevésbé pontosan ismert. Mint mar emlitettiik, jelenleg elfogadott értéke

N.-m?
kg’
Két test kizott hatd gravitacios er6 mindaddig elhanyagolhat6 a testek mozgdsa-

nak meghatirozasanal, amig legalabb egyikiik tomege nem nagyon nagy.

G=6,672x10™"

(16-19)

x<r
dls
1 &
- |
!
0 R A
(a) Homogén tomor gomb eseté-
ben.
il
l
ot
re
!
ol R g
(b) Homogén vékony gémbhé;
esetében.
16-8 abra.

Az m tomegii részecskére hato F gra-
vitacids erd a kozépponttél mért
r tavolsag fliggvényében.

JCd‘x—-»-

‘M;'; =——m

e
z 5

-
16-9 abra.
A 16-3 példghoz.

szilardan
befogott vég

16-10 abra.

A G graviticios alland6é meghatiroza-
sdra Cavendish 4ltal hasznalt gravita-
cios torzios mérleg. A mérés eredmé-
nyeként Cavendish volt az elsd, aki az
i GMIr* =mg bsszefiiggésbél a
Foéld M tomegét meghatarozta.
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16.5 A gravitaciés mezo

Amikor Newton graviticio elmélete el§szor valt ismertté, taldn abbdl adodott
a legkomolyabb kritika, hogy a kortarsaknak nehézséget okozott olyan erét
elfogadni, amely a tdvolba hat. Newton szemléletében a graviticios erd vala-
hogyan a teljesen lres téren atjutva befolydsolja tavoli testek mozgdsat. Bér
Newton nem tudta pontosan megmagyarazni, hogy hogyan keletkezik az erd,
iigy ¢rezte, hogy elmélete azért sikeres, mert a testek megfigyelt tulajdonsa-
gairol kielégiten ad szamot.

Mintegy masfél évszdzaddal késébb Michael Faraday az elektromag-
nességgel kapcsolatos elméletének kidolgozasa sordn a tavoli testek kozdtti
kolcsdnhatds (er6hatds) megértésére 01 gondolatmenetet javasolt. Bar elmé-
lete az elektromosan toltott testek kozotti eréhatast magyarazta, ugyanez a
koncepcid — a mezd — alkalmazhato volt a gravitacios vonzasra is. Ez a kon-
cepcid nagymeértéekben egyszertisiti az Osszes tdvolbahaté-er6 matematikai
targyaldsat.

A graviticio esetében az elgondolds a kovetkez6képpen vethet6 fel. Te-
kintsiik a B testre graviticios hatast kifejté A testet. Azt mondjuk, hogy az 4
test ,,graviticios mezd” 1étesitésével modositja a koriilotte 16v6 teret. A mez6
minden iranyban kiterjed és a végtelenben zérusra csokken. Az 4 test meze-
jében helyet foglalé B test a mez&t6l szarmazo er6t a mezonek ezen a helyén
érzékeli. fly modon a gravitacios mezd lokdlis jelenléte gyakorol erdt, nem
pedig valamely tavoli test. (Persze a helyzet szimmetrikus: Az 4 test a B test
altal 1étesitett mez6t61 szarmazo graviticios erdt érzi.)

Az M tdmegponttol r tivolsigban a g graviticiés térerdsséget az egy-
ségnyi tomegre hato erdvel definidljuk. (16-2) egyenlet szerint az M tomegf(
test az m tomeglire r tdvolsagbol

F= —( - Jfr
¥

erdvel hat, ahol r az M témegponttol m felé mutato egységvektor. Tehata g
graviticios térerosség

F
Bi5=qa-
m
F kifejezését behelyettesitve
(az M tomegponttol szirmazo) _ [GAG)S
Gravitacios térerfsség = e

A negativ el6jel arra utal, hogy g és r ellentétes iranyfiak. Techat g mindig a
graviticios mez6t létesitd test felée mutat. Kiterjedt test altal 1étesitett gravita-
cids mezd térerssége a kiterjedt test elemi részecskéi altal létesitett térerds-
ségek vektori Osszege.

A kovetkezd példa olyan problémak megkozelitésére mutat hasznos
modszert, amelyekben két, egymashoz hasonlo jelenséget kell 6sszehasonli-
tani. A modszer lényege abban all, hogy a két jelenségre analitikus alakban
felirt egyenldségek hanyadosabél szamos ismeretlen mennyiség kiesik, és a
targyalas ezaltal egyszer(ibbé valik.

Tavoli csillag koril kering6 bolygohoz kozeledve az (irhajés megalla-
pitja, hogy a bolygd sugara feleakkora, mint a Foldé. Leszallva a fel-
szinre, ugy talalja, hogy a gravitaciotol szarmazo gyorsulds kétszerese
a Fold felszinén lévonek. Hatdrozzuk meg a bolygo M, tomegét a Fold
M, tomegével kifejezve!
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MEGOLDAS

Valahanyszor 6ssze akarunk hasonlitani két hasonlo jelenséget, az a
legegyszeriibb, ha az egyikre (analitikus alakban) felirt egyenletet el-
osztjuk a masik jelenségre vonatkozé azonos egyenlettel. fly modon a
kozos tényezbk kiesnek, €s a szamitas egyszeriibbé valik.

A feladat megoldasaban a p indexet a bolygéra, az e indexet a
Foldre vonatkozé mennyiségek indexelésére hasznaljuk. Alkalmazzuk
a bolygo ill. a Fold feliiletén szabadon esé m tomegl testre a
ZF=ma torvényt!

A Foldon A belygén
ZF = ma ZF = ma
M,m M, m
G5 7o G- ME,
. 7
& r
M _ m
&
G 3
. "y mg,
Az egyenleteket egymassal osztva =
M, m mg,
G
rf,’
: ; e
adodik. Egyszeriisités utan: e =
M, )i, £

A bolygd paramétereit a F6ldre vonatkozo szimbolumokkal kifejezve
g,=28. és r, =(1/2)r,

Ezeket a paramétereket egyenletiinkbe helyettesitve

MP rez _ch
MO 2 e

Egyszer(isités utan az alabbi egyenletre jutunk:

M,
4)y=2
o
1
Azaz M =—M .
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Teriillet= A

Teriilet = 4A
16-12 abra.

Az m tomegpont koriili gravitacios
mez0 reciprok-négyzetes torvénye.

A vazlaton a tdémegpontbol induléd
térszog két, » és 2r sugari gombfelii-
letet metsz. Minthogy a kimetszett
négyzetek oldalai az r tavolsaggal
aranyosak, azert tertileteik a tavolsag
négyzetével aranyosak. A térerfsség-
vonalak radialisak, ezért amennyi vo-
nal athalad az A tertileten, ugyanannyi
megy at a 44 teriileten is. Mivel a g
térer6sség az egységnyi feliileten at-
mend erévonalak szamaval aranyos,
ezért, ha a tdvolsdg megduplazodik, a
térerdsség csak negyedakkora lesz.
Tehit g~ 1/

16-11 abra.

g valtozasa az id6 fiiggvényében La

Jolla-ban (California). Megjegyezziik, (» Gal)

hogy 1 Gal = 107 m/s®. (Az eredmény
R. J. Warburton és J. M. Goodkind,
University of California at San Diego,
La Jolla, California, valamint C.
Beaumont, Department of Energy,
Mines, and Resources, Ottawa,
Canada, kutatok munkaja.)

Gravitacios erovonalak

A gravitaciés mez6 elképzelésére alkalmas egyik médszer a mez6 erévona-
lak sordval valé szemléltetése gy, hogy a vonalak minden pontjihoz hizott
érintd a gravitacios eré iranyiba mutasson. Gombalak testek esetében ezek-
nek a vonalak radidlisan befelé¢ irdnyulnak. A graviticiés mezd erGssége
mindeniitt aranyos a vonalakra merdleges egységnyi feliileten dthalado eré-
vonalak szamdaval. A 16-12 dbra mutatja, hogy az ilyen radialis vonalsor va-
loban a reciprok-négyzetes-er6torvényhez vezet. Ha az egységnyi feliiletet
kétszer akkora tavolsagra vissziik, a feliileten athaladé erévonalak szama
negyedannyi lesz.

Léteznek-¢ valoban erévonalak? A vasreszelékkel szemléletessé tett
magneses erévonalak képe (16-13 abra) arra csabit, hogy elhiggyiik, valéban
léteznek ilyen méagneses erévonalak. Ezek csupan a fogalom megértését se-

200

100

Ago

=100z

=200 =

Okt. 3, 1972
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gitik. A er6vonalak szdma adott esetben onkényes, és minden, szdmunkra
kényelmes ardnyossdg egyarant elfogadhatd.

Kézikonyvekben megtalalhaté a Fold kiilonbdzs helyén mért g értékek
tdblazata. A tébldzatokban szerepld g a Fold forgdsabol szdrmazé centrifugs-
lis hatdst tartalmazza. Ez indokolt, hiszen legtdbbszor a Foldet tekintjiik vo-
natkoztatisi rendszernek, és g értékét helyileg hatdrozzuk  meg inga-
kisérlettel, vagy hasonl6é modszerrel.

Meglep6 az a pontossag, amellyel g mérhetd: értéke graviméterrel
1/10" pontossaggal hatirozhat6 meg. (A Fold felszinén ez kevesebb mint SNSRI )
cgytized milliméter magassagvéltozasnak felel meg!) Repiilégépen egy ha- e LR
sonl6 késziilék érzékelni tudja a fold alatti olajmezéket vagy dsvinykincse- 16-13 4bra
ket, mert ezek a szabalytalansdgok g ¢rtékeben kis vdltozdsokat okoznak. 2
Mesterséges holdra telepitve, az eszkoz hegyeket és kratereket térképezhet a
Holdon vagy a bolygékon, és felszin alatti nagysliriségli tomegeket érzékel-
het.

A magnest kdrnyezd térben a vaste-
szelék a magneses erdk irdnyaval par-
huzamos vonalak mentén rendezédik
el. Az igy el6all6 alakzat képet ad a
mdgneses mezorél.

16.6 A gravitaciés potenciilis energia

Emlitettiik a 7. fejezetben, hogy a gravitécios erék konzervativ er6k. Ezért
tehat definidlhatjuk az Ugr) potencialfiiggvényt, amit az F konzervativ ervel az

b
Uy=U,==[F-ar (16-21)

a

osszefliggés kapcsol 6ssze. Az el6z6ekben csak azokat az eseteket vettiik
figyelembe, amikor a test a Fold felszinéhez kozel maradt, ahol g értéke
lényegében allandé volt. Most azonban a Foldt6] messze 1évE palyan hala-
d6 miholdak és rakétik mozgdsdra is ki akarjuk terjeszteni tirgyalasunkat.
Tekintsiink egy m tomegii részecskét, amely a Foldon kiviil, a Fold kozép-
pontjatol » tdvolsigban van. Az a gravitdcids potencidlis energia fiigg-
vény, amit levezetiink, a részecske-plusz-Fsld rendszerrel, mint egésszel
van kapcsolatban. Csak egyetlen valtozoja van: a részecske és a Fold
kozépponja kozotti » tavolsag.
Mm
2

r

b b
Uy=U, =—[ [~ @ )dr = GMmj%" (16-22)

(# kifejezése tartalmazza a negativ eldjelet, arra utalva, hogy vonzasrél, va-
gyis —r iranyu erdr6l van sz6.) Ha az m tomegpont a Fold felszinétsl tivol is
mozoghat, célszeril a zérus referencia potencidlt a részecske végtelen tavoli
helyzetére, tehat az r = o helyre definialni. Az integralds atja a zérus referen-
ciahelytS] barmely adott pontig teljesen onkényes, mert konzervativ erék
esetében az integral fliggetlen az uttol. Az integrilds egyszeriibbé tételére
sugdrmenti utat valasztunk. igy, annak soran, hogy a részecske a végtelenbél
[U(=0) = 0] a Fold kézéppontjatol » tavolsagban, de a F61don kiviil 1évé hely-
re mozdul, az U, graviticios potencidlis energia kifejezését az

rdr Mm|
U, —O=GMm_[r—2~=—G—

r

e

kifejezéssel adhatjuk meg.
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—mgR r
3

16-14 abra.

Az U (r) gravitacios potencialis ener-
gia r fliggvényében egy olyan rend-
szer, amely a Foldbél és egy pontszer(
m témegbdl all. Az U, = 0 referencia-
helyzet arra az esetre vonatkozik,
amikor az m tomegpont a végtelenben
van.

Gravitacids M Folden kivili
Pl b U, =gl RSB
energia % Biahon frads R

A 16-14 4bra a potencialis energiat vazolja a Fold bels8 és kiils6 pontjaiban.
(Lasd a 16C-23 feladatot.)

A (16-23) egyenlettel megadott U, kapcsolatban van azzal az U,=mgy
egyenlettel, amelyet a F6ld kozelében — tehat feltételezetten homogén gravi-
ticios térben — végzett mozgasokra mar alkalmaztunk. A kapcsolat bizonyi-
tasdra megjegyezzilk, hogy a foldfelszin kozelében U, (lényegében) linedri-
san valtozik az y magassdggal, mert y nagyon kicsi a Fold R sugarahoz
képest. Tekintsiik a potencidlis energia AU, valtozasdt, mikdzben az m tdme-
gli test a Fold felszinérdl y magassagba emelkedik:

AUg :Ug(R+y)_Ug(R)

=—-GMm ! —i
Kty R

Mivel y << R, tehat AU, =

A foldfelszin kozelében g = GM / R?, ezért

AU =mey.,

Az a tény, hogy a Fold kozelében végbemend esemenyekre az U, = 0 poten-
cidlis energiaszintet a Fold felszinéhez rendeljiik, olyan jelenségekre pedig,
ahol r valtozasai nagyok, az U, = 0 valasztast a végtelen tdvoli ponthoz két-
juk, AU, szamitdsaban semmi kiilonbséget nem okoz (csupdn annyit, hogy a
magasabbrendli tagokat elhanyagolva kis elmozduldsokra allandé g értékkel
szamolunk).

16.7 A szokési sebesség és a kotési energia

Energetikai meggondolasok alapjan koénnyen kiszamithatjuk azt a legkisebb
kezdeti sebességet, amivel a Fold felszinérdl inditott test tigy szokhet el a
Féldrél, hogy soha nem vissza. (Szamitdsainkban elhanyagoljuk a féldi at-
moszféra surlodasi ellenéllasat és egyéb, a Fold forgasa és mas égitestek je-
lenléte miatt bekdvetkez6 zavard effektusokat.)

A feladat példa az energia megmaradasara. Ha egy test a foldfelszin
kozelében v sebességgel mozog, akkor K kinetikus energidja Yamy®. Ily
modon sszes energidja £ = U, +K. Ahhoz, hogy a test éppen csak elszdk-
jon a Foldrél anélkill, hogy visszaesne, az sziikséges, hogy a végtelent zé-
rus kinetikus energiaval érje el. Ha a minimalis szokési sebesség a Fold
felszinén v, , akkor

E,=E
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U +K,=U+K

—-G@+ ] my, 2=0+0.
R 2

Innen v, értéke

A legkisebb szokési _ [2GM

Vi al = -
sebesség a foldrél R (16-24)

ami a Féld felszinén 11,2 km/s -mal egyenld. A részecske kilovésének irdnya
kozombos (a légkor surlédasanak, a Fold forgasénak’, a Hold graviticits
hatdsanak, stb. elhanyagoldsa mellett).

Erdekes, hogy a szokési sebesség a szokd részecske tomegétsl fligget-
len. De ha a foldi légkor esetét néziink, latjuk, hogy a konnyebb komponen-
sek (hidrogén és hélium) kénnyebben kiszdknek, mint a nehezebb kompo-
nensek (oxigén €s nitrogén). Ennek az az oka, hogy allandé homeérsékleten a
gizok minden atomjanak vagy molekuldjanak dtlagosan ugyanakkora K =
Vymv? kinetikus energidja van. {gy a kénnyebb atomok és molekulak 4tlagse-
bessége nagyobb, mint a nehezebbeke. Persze nem minden részecske mozog
pontosan ugyanazzal a sebességgel;, némelyiknek az atlagosndl nagyobb,
némelyiknek az atlagosndl kisebb sebessége van. A mi légkoriinkben a hidro-
gén és a hélium sebességtartomanyanak fels6 részében mar elegendGen nagy
a sebesség ahhoz, hogy ezek a gizok a Fold graviticios mez6jébol kiszok-
hessenek. Val6jaban ugy hissziik, hogy a Fold és a Naprendszer foként hid-
rogént és héliumot tartalmaz6 intersztelldris (csillagkozi) gazboél €és porbol
allt 6ssze és csupan egy — két szazalékban mas elemekbdl. Ma azonban a
foldi atmoszféra csupan milliomod résznyi hidrogént és héliumot tartalmaz.
A Holdon olyan kicsi a szokési sebesség, hogy a Hold semmiféle észlelhets
légkort nem tud a felszinén tartani. Ezzel szemben a Fold témegénél 318-szor
nagyobb tomegii Jupiter atmoszférdjinak kb. 84%-a hidrogénbél, 15%-a hé-
liumbél all, és csak 1%-ban tartalmaz nehezebb molekuldkat. Ez az 6sszeté-
tel feltételezhetGen hasonld a Naprendszert kialakito csillagkézi gaz Gsszeté-
teléhez.

Az atmoszférabol csak nagy magassdgban szdknek meg molekulak,
ahol a levegd siirlisége annyira kicsi, hogy a v, szokési sebességnél nagyobb
sebességii molekuldnak esélye van arra, hogy az iitk6zést mas molekulakkal
elkeriilve megszokhessen. A Fold esetében ez a magassig durvan 600 km
folétt van, az exoszférdnak nevezett tartomanyban, ahol a hémérséklet 1500° C
nagysagrendd. (Ez a magas h6mérséklet nem jelenti azt, hogy ott egy ftirhajos
vagy egy mesterséges hold megégne. A levegd annyira ritka, hogy a levegd
molekuldi nem tudjak gyorsabban atadni energidjukat annal, mint ahogyan a
test az energiat kisugérozza.)

Palyagorbék energetikai meggondolas alapjan torténd kiszamitisanak
egyik szokasos médja azon alapul, hogy a potencidlis energia skaldr mennyi-
ség, és skalar mennyiségekkel a matematika kénnyebben boldogul, mint
vektorokkal, Példaul a 16-15 abran vazolt hirom test kdlcsonds gravitacios
energidjat az egyes tomegparok gravitacios potencialis energidjanak 6sszege-
zésével szamithatjuk ki:

A sz0kési sebességet a nem forgd Foldre szamitottuk ki. Tehat a sebességek az ,,4ll6” csil-
lagokhoz képest nyugalomban lévd vonatkoztatisi rendszerre érvényesek. (Klasszikusan, a
Fold légkorén til 1évé mesterséges hold ,,nem tudja”, hogy a Féld forog alatta.) Ha a szo-
kési sebességet a foldfelszini kilové allomésra vonatkoztatva akarnank kiszamitani, kor-
rekcioba kellene venni a foldfelszin forgdsi sebességét és a foldfelszin sebességéhez vi-
szonyitott kilovési iranyt. Kihasznalva azt az el6nyt, amit a Fold forgisa nyujt, a
mesterséges holdakat gyakran keleti irdnyban inditjdk.
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16-15 abra.

A harom tomegbdl allé rendszer.

Vo

Hiperbola

palya
(E>0)

Fold
(rogzitett)
Ellipszis

Parabola

palya
(E=0)

Ellipszis
(E<0)

16-16 abra.

A Fold kézéppontjatol R tivolsdgban
az dbrazolt médon a kiilonbdzd v,
kezdGsebességgel inditott mesterséges
holdak lehetséges palyai. A palya ti-
pusa az E = U, + K Osszes energiatol
fiigg.

16-17 abra.

Az ellipszispalyan keringd mester-
séges hold szdmara az U, gravitacios
potencialis energia az apogeumhoz
tartozo U, és a perigeumhoz tartozo
U, sz€ls6 értekek kozott valtozik.
(Mindkett§ numerikus értéke negativ.)
A teljes E (< 0) energia allando
marad: E = U, + K. A (mindig pozitiv)
kinetikus energia a megfelels K, és K,
értékek kozott valtozik. Ha

E < 0, akkor a mesterséges hold
palyaja zdrt, nem tud kiszokni a Fold
graviticios mezejébdl. E > 0 esetén a
mesterséges hold palyéja nyilt, és ki
fog szokni a fldi gravitacios
mez6bol.

m, m, my m;, m; m
U, =-G -

=G =G

N2 LE%) "3

(16-25)

A (16-25) egyenlet a rendszer gravitacios potencialis energiajat adja meg, ha
a potencidlis energia zéruspontjat ugy valasztjuk meg, hogy a rendszer min-
den tagja egymastdl végtelen tdvol van. Ha a testeket egymadstol végtelen
messzire akarjuk tavolitani, akkor ezt az energiamennyiséget arra a munkara
kell forditanunk, amit a testeket kozott kdlesdndsen fellép6 gravitacios von-
zoerd ellenében a széjjelhtizashoz végezni kell. Ez a kotési energianak neve-
zett (negativ) potencialis energia tartja 6ssze a rendszert.

16.8 A mesterséges holdak mozgasanak
energiaviszonyai

Egy érdekes jelenkori probléma az M tomegi Fo6ld koriil keringd m témegi
mesterséges hold mozgasa. Mivel a Fold tomege sokkal nagyobb a miiholdé-
nal, azért ugy tekinthetjiik, hogy a Féld egy inerciarendszerben nyugszik, €s
az m tomegl miihold sokféle lehetséges palyan mozoghat a Fold koril. A
16-16 abra E=U +K Osszes energia kiilonbozd értékeihez tartozé néhany pa-
lyagorbét mutat be, ha a v, kezdGsebesség merdleges a F6ld kdzéppontjat és a
miiholdat 6sszekotd egyenesre. Ellipszis palya esetében az ellipszis egyik
fokuszaban a Fold van. Erdemes emlékezni arra, hogy a gravitacios er6 nem-
csak, hogy konzervativ, de gémbalaki testekre centrdlis, igy nem tud forga-
tonyomatékot gyakorolni a mesterséges holdra. Kovetkezésképpen az
dsszenergia és az impulzusmomentum megmarad. Ezt a két elvet ellipszispa-
lyakra alkalmazva, a palydk kiillonboz6 jellemzd6i kiszamithatok: pl. a bar-
mely ponthoz tartozo sebesség, a perigeum tavolsag (a Foldhoz legkozelebbi
tavolsag), az apogeum tdvolsdg (a palya legnagyobb tivolsaga a Foldtél),
(16-17 abra). Ha az Gsszes energia £ < 0, a mesterséges hold a Féld koriili
kor- vagy ellipszispalydhoz van kétve. Ha E > 0, a pdlya hiperbola, és a
mesterséges hold elszékik a Foldt6l. A parabola palya (£ = 0) az a nem zdrt
pélya, amely a zart (kor és ellipszis) palyagdrbék €s a nyilt (hiperbola) pélya-
gorbék kozotti valasztévonalat jelenti.

Energia

E> 0 (nyilt)

r

e T P 26 (),




Egy mesterséges hold ellipszis palyan mozog a Fold kéril. A palya
Fo1dt6l mért legkisebb és legnagyobb tavolsdga 400 km és 3000 km.
Hatdrozzuk meg a mesterseges hold sebességét apogeum €s perigeum
helyzetben.

MEGOLDAS

Mivel a miihold tomege a Fold tomegéhez képest elhanyagolhats, a
Féld tomegkdzéppontjat nyugalomban lévének tekintjiik. A gravitacié
centrdlis eré (azaz a Fold tomegkozéppontjanak irdnydba hat), ezért a
mithold Fold tomegkozéppontjara vonatkozé impulzusmomentuma
id6ben 4llando. Ennélfogva az impulzusmomentum megmaraddsa ér-
vényes. 3
Az apogeum é&s a perigeum helyzetre az a és p indexeket hasz.
nélva, (6,36 x 10° m foldsugérral szamolva) r, = 936 x 10° m &s
r,=6,76 x 10°m. Az impulzusmomentum megmaraddsa értelmében

» =L,

mvprp =mv r

a’a

Vikmwial, (16-26)
Az energiamegmaradési torvényt alkalmazva
Eﬂ 5 E(J’
U,, +KI, =U,+K,
1 Mi 1 2
—G%+—mvﬁ2 = kG—ﬂ+-mvu"
el P
Lol potask]
2GM| ——— |=3% " v, (16-27)
P‘(l r"]

Mivel G, M, ¥, €s r, értékeit ismerjiik, két egyenletet (16-26 és

16-27) kell hasznalnunk a két ismeretlen (v, és v,) meghatdrozasara.
Az egyenleteket megoldva

3, =0 és

v, = 59602 .
8 S

Tekintsiink egy mesterseges holdat (tomege m), amely a Fold (tomege
M) koériil, a Fold kdzéppontjatol r tavolsagban kdrpalydn kering. Mu-
tassuk ki, hogy ennél a palyasugarnal kinetikus energidjanak nagysaga
feleakkora, mint graviticios potencidlis energiaja. :

MEGOLDAS

A kérmozgéashoz szitkséges centripetalis erét a mesterséges holdra
hat6 graviticiés erd szol galtatja,

2. F,=ma,

2
G_Al_:n_ = m[.v_J
=

r

& =

16-18 4bra.
Mesterséges hold foldkoriili ellipszis
palyén.
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Ebbél az osszefiiggésbél a kinetikus energia kifejezhetd:
lﬁ_%mm}

¥

m
2 2

ami feleakkora, mint a gravitacios potencialis energia az r helyen. Ez
az Osszefiiggés érvényes minden olyan korpdlydn torténd mozgdsra,
ami az inverz-négyzetes-erotorvény hatdsara jon létre.

Osszefoglalds

Kepler torvényei:

(1) Mindegyik bolygé olyan ellipszispalyan kering,
amelynek egyik fokuszpontjaban a Nap van.

(2) A Naptol a bolygdig huizott radiuszvektor egyen-
16 idStartamok alatt egyenld teriileteket siirol.

(3) A bolygd T keringési idejének négyzete ara-
nyos a Naptol meért R kbzéptavolsaganak har-
madik hatvanyaval.

Newton tomegvonzasi torvénye két m, és m, tomegi
test kozott:

o
ahol » a testek kozotti tavolsag és G az univerzélis gra-
viticios allandé, érteke 6,672 x 107 'N-m*/kg®.

Azok a gombalaku testek, amelyeknek sfirdsége
csak r fiiggvénye (azaz a gombszimmetridjn testek),
olyan er6t gyakorolnak egy kiilsé pontban 1év6 részecs-
kére, mintha egész tomegiik a koézéppontjukban lenne
koncentralva. Egy homogén gombhéj nem fejt ki er6t a
belsejében 1évo részecskére. Ezért egy gdombszimmetri-
kus test tetszbleges belsd » pontjaban 1év6 tdmegpontra
a gombnek csak attol a részétdl szarmazik graviticios
vonzoerd, amely az r sugaron beliil van.

A g graviticids térerdsség hasznos fogalom a gra-
vitacioval kapcsolatos problémékhoz. Az M témegi test

Kerdesek

1. Lehetséges-e egy miiholdat olyan foldkorili palyara
allitani, amelynek sikja nem megy at a Fold kézép-
pontjan?

2. Meg tudjuk-e hatdrozni egy bolygéd tomegét, ha
csak palyasugarat és a F6ld tdmegét ismerjiik? Ha
nem, akkor minimalisan milyen adatokra van meég
szlikseglink?

3. A légellenallast (surlodast) és a Fold forgasat elha-
nyagolva foldkorili pélyara allithaté-e egy mii-
bolygé nigy, hogy egy oriasi nagy, foldhoz rogzitett
agyubol kilovik?

4. A csillagkozi tér atlagos stirisége durvan egy hid-
rogénatom kobcentiméterenként. Napunk tdmege
kb. 2 x 10 kg. Mekkora volt annak a giznak a

altal létesitett kiils6 gravitidcios mezd g térerGssége defi-

nicié szerint
F Fm}
g=—=c=-—1&
m r

A U, gravitdicios potencidlis eriergmt az
Uy-Uy==[F.ar
1

osszefliggéssel hatdrozzuk meg.
Ha az r = oo helyen U, = 0, akkor
ez,
¥
A v, legkisebb szokési sebesseg az M tomegli, R
sugart bolygé felszinér6l minden (barmekkora m tome-

gli) testre azonos:
, 2GM
Vi
R

Mesterséges holdak mozgasdra E = U, + K Gssze-
figgés érvényes és mind az energia, mind az impulzus-
momentum megmarad. A zirt szatellitpalydk £ < 0
esetén korok vagy ellipszisek Iehetnek, amelyeknek
egyik fokuszdban van a Fold. £ > 0 esetén a palyagorbe
hiperbola, és igy a test csak egyszer halad el a Fold
mellett. Az E = (0-értékhez parabola pilya tartozik,
amelyre az jellemz0, hogy a test sebessége a végtelen-
ben zérushoz tart.

kezdeti térfogata, amelyikb6l Napunk keletkezhe-
tett, ha sfirlisége az dtlagosndl 6tszoér nagyobb volt?

5. Tegyiik fel, hogy a jové hét folyaméan G értéke fo-
kozatosan a jelenlegi érték felére csokken. frjunk le
néhany valtozast, ami azon a héten torténne.

6. Ha egy testre hato gravitacios erd a test tomegével
aranyos, miért nem esnek a nagyobb tomegi testek
nagyobb gyorsulédssal, mint a kisebbek?

7. A Holdra visznek egy ingaorat és egy karorat. Me-
lyik fog gyorsabban jarni a Holdon?

8. A Hold témege mar azel6tt ismert volt, hogy barki
odautazhatott volna és megmérhette volna felszinén
a szabadon esé test gyorsuldsat. Hogyan hataroztak
meg a Hold tomegét?



9. Tegyiik fel, hogy rugos mérleggel megmérjiik egy test
stlyat az egyenliton. Tegyiink fel két esetet: megmeér-
jiik a sulyat délben, amikor a Nap éppen a fejiink felett
van, és megmérjiik éjfélkor, amikor a Nap pontosan a
Fold ,alatt” van. Ha eltekintiink a Féld forgasatol, de
tekintetbe vesszilk napkoriili palyamozgasat, kiilonbo-
zik-e a két mérés eredménye? Valtozik-e a valasz, ha
tekintetbe vessziik a Fold forgésat?

10. Elemezziik, mi torténik egy kisméretii tirallomassal,
ha a benne 1év6 firhajos az egyik falrol a masikra
ugrik? Mi torténne akkor, ha az {irhajos elkezdene
korbefutni a belsd falon?

11. A Nap 4ltal a Holdra gyakorolt graviticios erd kb.
kétszer akkora, mint az a graviticios erd, amit a

Feladatok
16.2 Kepler torvényei
16.3 Newton tédmegvonzasi torvénye-

16A-1 Mi gyakorol nagyobb graviticios vonzast a foldi
testekre: (a) a Hold, vagy (b) a Nap? Szamitsuk ki eze-
ket az erfket 1 kg tomegfi testre.

16A-2 Ha egy szabadon esé meteor a Fold felszine fe-
lett 3 foldsugarnyi tavolsagra van, mekkora a gyorsulasa
a Fold gravitacios erejének hatdsara?

16A-3 Hatdrozzuk meg a gravitacios gyorsulast a fold-
felszini g gyorsulds fliggvényében a foldfelszin felett a
Fold atmérSjével megegyezd magassagban!

16A-4 Egy miihold kering a Fold koriili ellipszis palyan
(lasd a 1619 abrat) tigy, hogy apogeum, illetve perige-
um helyzetben a tivolsdga a Fold kozéppontjatol R,
illetve 4R. Hatirozzuk ‘meg a két helyzethez tartozo

e 4 i
sebesség v, /v, aranyat!

Va

\/

16-19 abra.
A 16A-4 feladathoz.

16A-5 Egy tirhajos sulya a Hold felszinén 140 N. Mek-
kora gravitacios erdvel hat ra a Hold, ha az (irhajos
holdsugarnyi magassdgban korpalyan kering?

16A-6 Kezd6 fizikusok laboratériumaiban a G gravita-
ci6s allandé mérésére hasznalt Cavendish tipusi mer-
legnél olyan 1,5 kg és 15 g tomegli 6lomgdmboket al-
kalmaznak, amelyeknek kozéppontjai 4,5 cm tavol
vannak egymastol. Szdmitsuk ki a gombok kozétt haté
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Fold gyakorol a Holdra. Miért nem huizza el a Nap a
Holdat a Foldt6l egy teljes napfogyatkozas alkal-
maval?

12. Ha a vilaglirben csupan két egymashoz kozeli test
{mondjuk két vizcsepp) volna, ezt leszamitva pedig
az egész vilaglr tires lenne, a két csepp Newton
gravitacios torvénye értelmében egymast vonzana.
Most tegyiik fel, hogy az egész vilagfir két egymas-
hoz kézeli légbuborék kivételével vizzel lenne ki-
toltve. Vajon vonzanak, vagy taszitandk egymdst,
vagy esetleg a buborékok mindegyikére zérus lenne
az er6k eredje? (A felileti fesziiltségtdl szarmazo
erét hanyagoljuk el.)’

erdt oly modon, hogy a gomboket a kézéppontjukba
helyezett tomegpontokként kezeljiik.

16A-7 A Fold-Nap tavolsag 1,65 x10* km (perihelion)
és 1,70 x10® km (aphelion) kozott viltozik. A fold leg-
kisebb palyamenti sebessége 32,8 km/s. Hatarozzuk
meg a legnagyobb palyamenti sebességet.

16B-8 A Hold felszinén a gravitacios er6 kb. egyhatoda
a Fold felszinén lévének. Ha a Hold sugara kb. egyne-
gyede a Fold sugaranak, hanyszorosa a Hold atlagos
sliriisége a Fold atlagos siirGiségének?

16A-9 Asztrologusok allitjak, hogy a bolygok helyzeté-
nek véltozdsai hatdssal vannak életiinkre. Becsiiljiik
meg egy 2000 kg-os gépkocsitol szdrmazd graviticios
erd és a Mars bolygd altal rank kifejtett gravitdcios erd
aranyat, ha a gépkocsi tomegkozéppontjanak a tdliink
valo tavolsdga 2 m, a Mars bolygé tdvolsdga (féldko-
zelben) kb. 56 milli6 km és a Mars tomege 6,5 x10™ kg.
Az egyszerliség kedvéért tegylik fel, hogy testiink ¢s a
gépkocsi pontszer( test.

16B-10 A hidrogén atomban az elektron és a proton
tavolsaga 5 x107"! m. Ha a kozottilk hato erd csak gra-
viticids volna, mennyi lenne az elektron proton koriili
keringésének periodusideje? Tomegeik: m, = 9,11 10~
kg és m,=1,67 x10™" kg.

16B-11 Kepler harmadik torvénye kimondja, hogy a
bolygdk keringési idejének négyzete aranyos a Naptol
mért kozéptavolsdg harmadik hatvanyaval. Hatdrozzuk
meg az aranyossagi tényez6t ezen paraméterek segitsé-
gével korpdlya esetén és szamitsuk ki az ardnyossagi
tényez6 numerikus értékét! ;
16B-12 A Fold koril ellipszis palyan keringé mestersé-
ges hold perigeum tivolsiga a foldfelszin folott ket
foldsugar. Apogeum helyzetben negyedakkora a sebes-
sége, mint perigeum helyzetben. Mekkora a mesterséges

A feladatot L. Epsteins és P. Hewitt ,, Thinking Physics” (Gon-
dolkodtaté Fizika) c. kényvébdl vettik at, (Insight Press, San
Francisko, 1979.) 1. kotet 125 old.
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hold foldfelszin feletti maximalis tivolsaga? A vélaszt a
Fold R sugardnak fiiggvényében adjuk meg!

16B-13 Tekintsiink egy miiholdat, amely a Féldhoz
nagyon kozeli péalyan kering. Kizarélag a g = 9,8 m/s®
és az R = 6,37 x10° m foldsugarral szdmolva hatdrozzuk
meg (a) a I'keringési id6t percekben és (b) a palyamenti
sebességet!

16B-14 Az Explorer VIl miiholdat az ionoszféra-
kutatdsi feladattal 1960 november 3-an allitottik palya-
ra. Pdlya-adatai a kovetkez6k: perigeum tavolsaga 459
km, apogeum tivolsaga 2289 km (mindketté a Fold
felszinét6l mérve) és keringési ideje 112,7 perc. Hati-
rozzuk meg a v,/v, aranyt!

16B-15 Tekintsiink két azonos p stirGségli homogén
tomor gombot! Az egyik sugara R, a masiké 2R. A két
test a vildglirben van, ahol mas testekt6l szarmazo gra-
vitdcids hatas elhanyagolhato. Ha a két gdbmb nyuga-
lomban van, és feliileteik érintkeznek, mekkora a gra-
vitacids vonzasbol szdrmazd nyomo erd a gdmbok
kozott? A valaszt G, R és p fliggvényében adjuk meg!
16B-16 A ,.szinkron” miihold akkora sebességgel kering
korpalydn, hogy a foldi megfigyel6 szamara nyugalom-
ban lévének latszik. (a) Magyardzzuk meg, miért csak
az egyenlitd sikjaban lév6 palyan lehetséges az ilyen
mozgas! (b) Hatarozzuk meg a palya sugarat a Fold
koézéppontjatol mérve! (c) Hatarozzuk meg azt a legta-
volabbi északi szélességi fokot, ahonnan ez a miihold a
Foldré]l még lathato!

16B-17 Egy ,szinkron” miiholdat, amely a bolygo
egyenlitdjének mindig ugyanazon pontja folott marad,
Jupiter koriili palyara éllitanak azzal a feladattal, hogy a
hires voros foltot tanulmanyozza. A Jupiter 9,9 6ranként
fordul egyet. Az L fliggelék adataival szdmolva hata-
rozzuk meg azt a tAvolsagot a Jupiter egyenlitje folott,
ahol az ilyen pélya lehetséges!

16B-18 A Cygnus X-1 -r6l, egy égi rontgensugar forras-
rol rontgensugar impulzusokat észleltek egy nagy ma-
gassagban vegzett rakétarepiilés soran. A jelek ugy ér-
telmezhet6k, mintha egy fekete Iyuk koril 5 ms
periodusidével keringé ionizalt anyagcsomotol szar-
maznanak. Ha ez az anyagcsomo a Nap tomegénél 20-
szor nagyobb tomegi fekete lyuk koril korpalyan ke-
ringene, mekkora lenne a palyasugara?

16B-19 A Jupiter egyik holdjanak a palyasugara kb. 10°
km és keringesi ideje mintegy 7 foldi. nap. Becsiiljiik
meg ezen adatok birtokdban a Jupiter tomegét!

16.5 A gravitacios mezd

16B-20 Tekintsiink egy egyenletes siirliségli vékony
rudat!  Készitsilkk el a rad graviticiés erdvonalainak
vizlatat a riod kozelében, a végeket is beleértve.
(Utmutatas: Tekintsiik a kis probatestre haté graviticios
erdt a kiillonbozé helyeken.)

16B-21 Hirom, egyenlé m tomegl tomegpont egy /
oldalhosszisagli négyzet harom csiucsiban van elhe-
lyezve. Hatarozzuk meg a hidrom tdmegponttdl szarma-
z6 g térerGsséget a negyedik cstcsban!

16B-22 Szamitsuk ki a (2,0) pontban 1év8 m témegi és
a (0,2 1) pontban 1év6 2 m tomegii tdmegpontok 4ltal
meghatarozott g graviticios térerGsséget az origéban.

16.6'A graviticids potencidlis energia

16A-23 Mutassuk meg, hogy a korpilydn mozgd
meterséges hold potencidlis energidja pontosan kétszer
akkora, mint kinetikus energija!

16A-24 Egy fuggéleges iranyba kiltt rakéta 2g gyor-
suldssal mozog felfelé. 40 s muilva kikapcsoljak a rakéta
motorjait, €s ezutan a rakéta az elhanyagolhat6 légellen-
allas mellett egyediil a graviticio hatdsa alatt mozog. A
g magassagfiiggését figyelmen kiviil hagyva (a) hata-
rozzuk meg a rakéta altal elért legnagyobb magassagot
¢s (b) a repiilés teljes idejét a kilovéstdl a foldet érésig.
(c) Készitsiink (kvalitativ) sebesség-id6 diagramot a
teljes repiilési idére.

16B-25 Egy szupérnova robbanas utin egy csillag a
gravitacios Osszeomlds miatt neutroncsillagként ismert
extrém siirii allapotiivd valhat, amelyben minden proton
és elektron neutronnd van Osszepréselve. Egy a Nap
tomegével nagyjabol megegyez6 tomegii neutroncsillag
sugara kb. 10 km lenne. Hatirozzuk meg (a) a felszinén
a gravitacios gyorsulast, (b) egy 70 kg-os ember sulyit a
felszinen és (c) azt az energidt, amivel a felszinrél egy
neutront a végtelenbe lehetne eltavolitani!

16B-26 Keépzeljiink el egy m tomegii csillagot, ami egy
r sugarta, M tomegli, vékony, gylirdalaka csillagkad
kézéppontjaban van. Hatarozzuk meg a csillag gravita-
ciés potencidlis energiajat m, M, R és G fiiggvényeben.
Tegyiik fel, hogy a csillag potencidlis energidja a csil-
lagkodto] végtelen tavolsagban zérus.

16B-27 Tekintsiik az el6z6 feladat gyiirialaki csillag-
kodet. Mekkora v sebességgel halad at a csillag a gy(ird
kbzéppontjan, ha az, a gyfiri tengelye mentén kozeled-
ve a gyliri kozéppontjatél R tavolsigbol indul el nyu-
galmi helyzetebdl. (16-20 édbra.) Tegyiik fel, hogy
M>>m, tehat, a csillagkdd gyakorlatilag nyugalomban
marad.

M
R

|

|

|

|

|
em
16-20 dbra.

A 16B-27 feladathoz.

16B-28 Nuklearis lizemanyaganak kimeriilése utin Na-
punk végzete bizonyara az lesz, hogy a Nap tomegével
megegyezd tomegii, de a Folddel egyez6 sugara fehér
torpévé esik Ossze. Szamitsuk ki (a) a fehér torpe atla-
gos slirliségét, (b) a nehézségi gyorsulast a felszinen és
(c) egy 1 kg-os test gravitacios potencialis energidjat a
felszinen! (U, = 0 a végtelenben.)
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16.7 Székési sebesség és kotési energia

16A-29 Szamitsuk ki a sz6kési sebességet a Hold fel-
szinérdl.

16A-30 Alapelvekbdl kiindulva szamitsuk ki a szokési
sebességet a Mars feliiletér6l. (Az adatokat lasd az L
fiiggelékben.)

16A-31 Egy nem forgd gombalaki bolygé tomege M,
sugara R. A bolygé felszinér§l radidlis irdnyban egy
részecskét lonek ki v=+/GM /2R sebességgel. (Ez a
bolygd szokési sebességének a fele.) Szamitsuk ki,
mekkora tavolsigra jut el a részecske a bolygd kozép-
pontjatol!

16A-32 Az Urdnusz bolygd tomege a Fold tomegének
kb. 14-szerese, sugara kb. 3,7 foldsugar. (a) A Fold
megfelelé adataihoz aranyitva fejezziik ki a gravitacios
gyorsuldst az Urdnusz felszinén. (b) A bolygé forgasa-
nak elhanyagoldsaval hatirozzuk meg az Urdnusz fel-
szinére vonatkoz6 minimalis szokési sebességet!

16B-33 Harom, egyenként m témegi részecske / oldal-
hossziisdgh egyenlGoldalit hiromszdg csicsaiban van.
Mekkora munkaval lehetne a részecskéket egymastol
végtelen tavolsagra vinni?

16B-34 Jelolje M, illetve R a Fold tomegét, illetve suga-
rit. (a) Mekkora az a minimalis v, sebesség, amellyel az
cgyenlitén fiiggdlegesen kil6tt test a Fold felszinétél
¢ppen 2 foldsugarnyi magassagra emelkedik? A Fold
forgdsit és a légkori sarlodast ne vegyiik figyelembe.
(b) A Fold forgasat is szdmitasba véve, novekszik,
csokken, vagy valtozatlan marad-¢ az (a) kérdésre adott
valasz szamértéke? Fejtsiik ki véleményiinket!

16B-35 Az R sugart Fold felszinén egy rakétinak fiig-
gbleges irdnyl v, = 2@ kezdGsebességet adnak, A
rakéta motorjait ekkor ledllitjdk, és a rakéta ezutan csak
a gravitacios erdk hatisa alatt siklik. (A légkori strlo-
dast és a Fold forgdsdt nem vessziik szamitasba.) Adjuk
meg ezt kovetGen a v sebességet, mint a Fold kozép-
pontjatol mért r tavolsdg fliggvényét, g-vel, R-rel és r-
rel kifejezve!

16B-36 (a) Hatirozzuk meg annak a (joule egységben
kifejezett) munkanak a nagysagat, amivel egy 100 kg
tomegii hasznos terhet 1000 km-rel a Féld felszine f61¢
lehet juttatni! (b) Hatdrozzuk meg azt a tébbletmunkat
ami ezen.a szinten a hasznos teher korpélyéra allitasa-
hoz szilkséges!

16B-37 Mutassuk ki, hogy egy dllandé siiriiségii bolygo
feliiletérdl a szokési sebesség a bolygd sugardval aranyos!

16.8 A mesterséges bolygok mozgasanak
energiaviszonyai

16A-38 Egy mesterséges bolygd foldkériili ellipszispa-
lydn mozog ugy, hogy perigeum, ill. apogeum helyzet-
ben a Fold kozéppontjatdl mért magassag D, ill. 4D. (a)
Hatarozzuk meg a két helyzethez tartozé sebességek
v,/v, aranyat! (b} Hatdrozzuk meg ugyanezen helyzetek
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dsszes (kinetikus és potencialis) energidinak EJE, ara-
nyét!

16B-39 Tekintsiink egy foldkoriili kérpalyan keringd
mesterséges holdat! A megfeleld 6sszefiiggésekre hi-
vatkozva adjunk valaszt arra, hogy az aldbbi mennyisé-
gek dllandéak maradnak, vagy megvaltoznak-e a moz-
gés sordn: (a) a kinetikus energia, (b) a gravitdcios
potencialis energia, (c) az impulzus'és (d) az impulzus-
momentum. Most tekintsiik az ellipszispalydn mozgd
mesterséges holdat. Melyek lesznek viltozatlanock a
fenti mennyiségek koziil, és melyek valtoznak meg?

Tovabbi feladatok

16C-40 A Féld és a Hold kozétti tavolsag melyik pont-
jaban lesz a graviticios er6k eredje zérus egy kismé-
retd testre.

16C-41 Bizonyos kett6scsillag rendszerben két csillag
korpalyan kering kozos tomegkozéppontjuk koriil. A
csillagok gombalakiak, stiriségiik (o) azonos, sugaraik
R és 2R. Kozéppontjuk 5R tavolsagra van egymastol.
Hatdrozzuk meg a csillagok T keringési idejét p, R és G
figgvényében.

16C-42 Hdrom, egyenként M tomegd csillag egy
egyenlfoldalu haromszig egy-egy csticsaban van. Sik-
ban, kozos tomegkozéppontjuk koril keringenek, kol-
csOnds graviticios vonzds kovetkeztében relativ tavol-
sdgaikat dllando értéken tartjak. Fejezziik ki ennek a
forgbmozgisnak a T periddusidejét M, G és D fiiggvé-
nyében, ahol D a hiromszdg oldaldnak hossza.

16C-43 A M, illetve 2M tomegii csillag kdzds tomegks-
zéppontjuk koriil korpalyan kering. A kozéppontjuk
tavolsiaga D. (a) Adjuk meg a tomegkdzéppont helyét!
(b) Hatdrozzuk meg a témegkozéppont koriili keringés
T periodusidejét M, D, valamint a G univerzalis gravita-
cios alland6 fiiggvényében!

16C-44 Allitélag egy a kereskedelemben kaphato, hor-
dozhaté graviméter elég érzékeny ahhoz, hogy g 1 : 10!
ardnyt véltozdsait detektdlni tudja. A Fold felszinén
milyen magassigviltozis jarna g ekkora megvaltoz4sa-
val? Vegyiik a Fold sugarat 6 x10° méternek. (Javaslat:
nézziik meg az E fiiggelékben 1/(1+x) kozelitd formu-
lajat az x << [ esetre!)

16C-45 A Fold lapultsaga miatt a Fold kdzéppontjanak
a tavolsiga az egyenlit6tSl . = 6,378 x10° m, az északi
saroktél pedig r, = 6,357 x10° m. Az eltérés a kett§ ko-
zott: Ar =22 x10° m. (a) Hatdrozzuk meg egy m tomeg(i
testre hatd gravitdcios erd relativ megviltozasét, ha a
testet az északi sarokrol az egyenlitére viszik. (A relativ
valtozast a AF/F ardnnyal definidljuk, ahol AF az erd
véltozdsa, F az eredeti erd.) (b) Szamitsuk ki a relativ
megvaltozas numerikus értékét.

16C-46 A G univerzilis gravitacios alland6 egyik pon-
tos geofizikai meghatirozasa a graviticiés gyorsulds
Fold felszinén mért és egy banyaakna mélyén mért érté-
ke kozotti kiilonbségen alapul. Vezessiink le formulat
G-re a graviticids gyorsulds Ag véltozasinak, az akna D
mélységének ¢és az akna menti p atlagstirségnek fiigg-
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vényében. Tételezziik fel, hogy a Fold siirlisége csupan
a Fold kézéppontjatol mért tavolsagtol fiigg.

16C-47 A 16-21 abran lathatd kicsiny test és vékony
homogén rid mindegyikének témege m. Mindkettd
ugyanazon egyenesen fekszik, ahogyan ez az dbran lat-
hat6. A kicsiny test L tavolsdgban van a 2L hosszisdgi
riad végétSl. Hatirozzuk meg azt a graviticios vonzo-
erdt, amellyel a rid a kicsiny testre hat! (Javaslat: te-
kintsiik a dm = (tomeg/hosszisag)dx elemi tdmeg 4ltal
kifejtett er6t, és ezt integraljuk, hogy a teljes er6t meg-
kapjuk.)

dx
|= |
i A |
[ ] | 36 O R |
" dm

(b)

16-21 abra.
A 16C-47 feladathoz.

16C-48 Egy gombszimmetrikus test stirfisége r < R
esetében p = kr, és ¥ > R esetén p = 0. (a) Hatarozzuk
meg a test tdmeget. (b) Hatdrozzuk meg a gravitacios
mez6t r fliggvényében az R sugari gombon beliil és
kiviil.

16C-49 Egy vékony, M tomegi és R sugari gdémbhéj
rogzitve van. A héjon a 16-22 abra szerint kis lyuk van.
A lyukon sugar iranyban atfektetett egyenesen a héjtol
R tavolsagban 1évd kicsiny testet kezdGsebesség nélkiil
elengedjiik. A test ennek kovetkeztében (csak) a gomb-
héjtol szarmazé graviticios erd hatisara mozog. Mennyi
id6 alatt teszi meg a test az utat a lyuktol az dtellenes
helyzetii 4 pontig?

16-22 abra.
A 16B-49 feladathoz.

16C-50 Képzeljiink el egy egyenesen a Fold kozép-
pontjaig furt lyukat! A lyukba kicsiny m tomegl testet
ejtiink. A Fold forgdsdanak és a surlodas kiilonbozé for-
rasainak elhanyagolasdval szamitsuk ki a test sebességét
a Fold kozéppontjaba érkezés pillanataban.

16C-51 Tekintsiik a Foldet R sugari, M tdmegili homo-
gén gombnek! Az aldbbi esetekben mutassuk ki, hogy

egyenes vonalon

az m tomegi testre haté visszatéritdé erd arinyos az
egyensulyi helyzett6l meért kitéréssel, és hogy ezért a
mozgas egyszerdl harmonikus rezgémozgis. Mutassuk
meg, hogy mindegyik esetben a harmonikus rezgémoz-
gas T periodusideje azonos. Lasd a 16-23 dbrat! (a) A
Foldbe simafali egyenes lyuk van furva az egyik atmé-
ré mentén, €s ebbe kicsiny m témegi testet ejtenek. (A
test ezt kovetden a Fold egyik oldalatol a masikig egy-
szerli harmonikus rezgémozgast végez.) (b) A Foldbe
simafala egyenes lyukat firnak egy hir mentén (nem
atmérd mentén) a felszin P, pontjatél a felszin egy 6n-
kényesen vélasztott masik P, pontjdig. A lyuk egyik
vegeén m tomegii testet ejtenek be.

16-23 abra.
A 16C-51 feladathoz.

16C-52 Tekintsiik a Foldet M tomegli, R sugari homo-
gén gbombnek! Mutassuk ki, hogy az alabbi harom eset
az el6zd feladat T periddusidejére vezet, ami azonos az
eléz6 feladatban meghatarozott idGtartammal. (a) A
foldfelszinen meglévo térerdssegli homogén graviticios
mezoben kis amplitidoval lengd, a Fold R sugardval
egyez6 [ hosszusagl (/ = R) fonalinga; (b) egy [ényegé-
ben végtelen hosszi fonalinga (16-24 abra), amelynek
ingateste a foldfelszini valosagos (tehat 1/7* -tel ard-
nyos) graviticios térben kis amplitidéval leng; és (c)
egy a Foldet majdnem sirol6 korpalyan keringé mester-
séges hold, (feltételezve, hogy a palya sugara a Fold
sugaraval egyenld).

Az ingatest

A tényleges
gravitacios mezg
enyhén széttarto.

mozog, mert a
fonal hossza
veégtelen.

16-24 abra.
A 16C-52 feladathoz.

A Fold felszima/l

16C-53 Egy test surlodas nélkiil egyenes palyan mozog
(azaz a palya nem koveti a Fold gorbiiletét). Ha a pélya
vizszintes, akkor a test a palya mentén ide-oda cstszik.
Hatarozzuk meg kis amplitad6ji rezgésének periddus-
idejét.




16C-54 Homogén anyagbol készitett gomb kozepében
gombalaka lyuk van (16-25 abra). A gombhéj tomege
M, bels6 és kiilsé sugara a, ill. b. Tekintsiik a gdmbhé;
altal az m tdmegpontra gyakorolt F(r) er6t, ha a tomeg-
pontnak a kdzépponttol mért r tavolsaga viltozik (0 < »
< ), (a) Vazoljuk fel az F(r) erft r fliggvényében, és
jeloljiik be az » = 0, a és b pontokban (az adott paramé-
terekkel és G -vel kifejezett) egzakt értékeket! Az a <r
< b tartoméanyban jelezziik, hogy a diagram vajon lined-
ris, konkdv, vagy konvex! (b) Készitsiink hasonl6 diag-
ramot az U(r) graviticiés potencidlis energidra r fiigg-
vényében, ahol U(eo) = 0!

A gémbhéj
tomege M.
16-25 abra.

A 16C-54 feladathoz.

16C-55 Képzeljiik el, hogy a Fold (tomege M, sugara R)
kozéppontjaig keskeny lyukat fartak tgy, hogy az m
tomegpont radialisan mozoghat a Fold belsejében. Ad-
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juk meg a tomegpont U(r) potencidlis energiajat
(r < R esetre) mint r fiiggvényét! (Javaslat: minthogy a
Fold felszinén U(R)=—GMm/ R, induljunk ki ebbdl,

felhasznalva a AU =—IF-dr Osszefliggést. Azutin

szamitsuk ki a Foldnek azt az r ponthoz tartozé résztd-
megét, ami az m tdmegpontra erét gyakorol.)

16C-56 A Fold forgasat és mas bolygok jelenlétét nem
tekintve szamitsuk ki a Cape Canaveralbdl inditott ra-
kéta (Foldre vonatkoztatott) szokési sebességét, ami
elég ahhoz, hogy a rakéta elhagyja a Naprendszert!
(Megjegyzés: mind a Foldet, mind a Napot vegyiik
szamitasba.) Elfogadhat6-e a tobbi bolygora vonatkozo
feltételezésiink? Igazoljuk vilaszunkat!

16C-57 Egy R sugart, és credetileg M tomegii tomor
homogén gdmbbe atmérdje mentén hengeres furatot
készitettek. A kiftrt anyag tomege m. A henger tengelye
mentén, a gdmb kozéppontjitol 2R tavolsagra kicsiny m
tomegii test van elhelyezve. Hatarozzuk meg a testre
hato gravitacios er6t! (Javaslat: a lyukfiras lényegeében
kivonja a kifurt (hidnyzo) anyagtol szarmazo er6t; lasd a
16-47 feladatot.)

16C-58 Egy ember a Fold felszinén guggolo helyzetbdl
felugorva tomegkozéppontjat & magassagra tudja emel-
ni. Szamitsuk ki annak a legnagyobb (a Fold atlagsfirii-
ségével azonos slrliségli) kis bolygonak a sugarat,
amelyr6l ez az ember ugyanilyen sebességgel felugorva
elszikhetne, azaz elhagyna annak vonzaskorét.
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Az 1-23 fejezetek paratlan szamozast feladatainak megoldasai A—21

XIV. Fejezet

14A-1 2,2 m/s? felfelé

14A-3 5 m/s?

14B-5 g/2

14B-7 11,7 m/s?

14B-9 a)20,6° b) 18 N

14B-11 55N

14A-13 8,54 fordulat Pper perc
14A-15 50,4

14B-17 délre 60° a vizszintes alatt

14B-19 .[g/R

14B-21 a) a sugarirdnyban befelé mutaté strloddsi
er6f,=4,00x 10> N
b) a sirlédasi erd és az £, = 4,00 x 10~ N
centrifugalis erd
¢) A korong rendszerében az a)-ban és b)-ben
adott eré plusz az f,, = 8,00 x 10 N Coriolis
erd, a bogar haladasi irdnyatél jobbra, vala-
mint egy ugyanakkora tangencialis, balfelé
mutaté sirlodasi eré komponens
£,=800x10"N
d) inerciarendszerben: csak a két surlédasi
erd dsszetevs hat: £, = 4,00 x 10 N sugér
irdnyban befelé és f,= 8,00 x 10 N
érintSirdnyban a bogartol balra.

14C-23 5 N/m

14C-25 a) 3,17 m

14C-27 gtg 20

14C-29 F/(M + 2m/7)

14C-31 A valasz adott.

14C-33 7,5 N balra

14C-35 a) 20 N sugdr iranyban kifelé
b) 80 N sugér irdnyban kifelé
c) 180 N sugidr irdnyban befelé

14C-37 a) nulla b)maw’R befelé

14C-39 A vilasz adott.

14C-41 a) 4mav b) nyugat felé

XV. Fejezet

15A-1 a)0,020m b) 0,942 m/s a kozéppontban
¢) 17,8 m/s*a széls6 helyzetekben

15B-3 0,0356 m

15B-5 47f*4/g

15B-7 a)0,910s™" b) 0,588 N

15A-9 2)0,505 b) 128 - ¢) 1,5 m/s
m

d) 18,9 m/s* €)91J1 1) 0,75 m/s
£) 9,45 m/s?
15A-11 a) 1,19 Hz b) 0,210 c¢) 0,784 N lefelé

15B-13 a) 8,17cm b)1,425s!

15B-15

15B-17

15A-19
15B-21
15A-23
15B-25
15B-27
15B-29
15A-31
15A-33
15B-35

15C-37
15C-39
15C-41
15C-43
15C-45
15C-47

15C-49
15C-51

a) 0,02807 b) 1,03 m/s c) 0,0158 7
d) 0,0123 J

a) 0,10 m b)-0,0654 m c) 0,262 s
d) 0,01607 ¢)0,0160 J

a) 0,136 Hz b) 7,37 s

A viélasz adott.

1995

1,58 s

0,790 Hz

a) 3,559 Hz b) 3,554 Hz; 1,38 s
1,104 cm?®

952 N/m?

AYIL,

a) 3k, 1,5k b) 211

4mgll

A valasz adott.

A vilasz adott.
A valasz adott.

mhA*w
a) 0,149 m b) 132°
b) (W2)(AL/L)?

XVLI. Fejezet

16A-1
16A-3
16A-5
16A-7
16A-9
16B-11
16B-13

16B-15

16B-17
16B-19
16B-21
16A-23
16B-25

16B-27

16A-29
16A-31
16B-33
16B-35
16B-37
16B-39

16C-41
16C-43

16C-45
16C-47

16C-49

a)332x10°N b)592%x 102N
/9
350N
30,3 km/s
2,41
4n*/Gm, 3,00 X 107'° s¥/m?>
a) 84,4 perc b) 7,90 km/s
128 . 2.4 2
21 Gr“R'p
8,74 % 10" m
1,62 x 107 kg
1,.91Gm/I* az 4tméré mentén ellentétes sarok felé
A vilasz adott.
a) 1,32 x 10 m/s* 1) 9,21 x 10” N
70 310 J

V(GM [ RY(2-[2)

2380 m/s
4R/3
3Gm*/l

J2Re(1+R/7)

A valasz adott.
A viélasz adott,

1257 /3Gp
b) 27V D? /3GM

b) 6,54 x 107
Gm*/3L?

WRIGM




A-22 Az 1-23 fejezetek paratlan szamozasu feladatainak megoldésai

16651 7= 20/ GM =845 perc 18A-29 §70 Hz, 2610 Hz
16C-53 1.41 6ra 18B-31 a) 34,8 m/s b) 0,977 m
2 ! 18B-33 800 Hz
16C-55 %[3d[L] ] 18A-35 19.9 m/s
R R 18B-37 a) 1091 Hz b) 1100 Hz c¢) 1000 Hz
18A-39 28.4°
16C-57 %(%—%J 18B-41 5,64 Hz
18C-43 A vilasz adott.
XVIL Fejezet 18C-45 3,14 m/s, 9,87 x 10° m/s?
18C-47 K =247 x 10" N/m?
17B-1 90,0% G = 1,25 x 10" N/m?
17B-3 A valasz adott. 18C-49 b)v=Rw
17A-5 250N 18C-51 a) +6,99 dB b) 2,24
15899 A am ; : 18C-53 i =4,00 % 10~ kg/m, 2,50 em hosszil
17B-9 a) 5000 kg/m” b) 667 kg/m 18C-55 12,6 m/s?
17B-11 a) 2704 kg/m* b) 59,8 N 18C-57 60,0 Hz
17B-13 0,89 kg/dm’ 18C-59 0,335 cm
17B-15 4,00 mg
17B-17 AV/V = 0,0830 XIX. Fejezet
i
::’I:g 316721:/:0 ‘s 19A-1 7,2 mm-t hozz4 kel adni
17B-23 3,7 x 10* N/m? 1983, 3 X100l
Pty Vg 19B-5 2,17 x 10°N
i’ p;f ’ 19B-7 0,721
17B-29 a) 7,67 m/s b) 2,80 mm :;i']g] g’:gffd e
17B-31 A valasz adott. * :
17C-33 alig 19A-13 0,431 joule/ g-°C
176.35 0,933 19A-15 0,122 kg
19B-17 0,126 kl/kg-°C
17C-37 (1-1/42) 19B-19 87,5
17C-39 (1-1/4/2) 19B-21 A valasz adott.
17C-41 A valasz adott. :gi_iz ?5378”510 0
- g X
17C-43 T =2r\m/pAg 19B-27 2)290 g b)429¢g
17C-45 A vilasz adott. 19B-29 a) 8,44 kW b) 162 dollar
17C-47 27,3 cm’/s 19A-31 5,00 W/m? °C
17C-49 H/2 19B-33 2,84 J/s
19A-35 a) 61,1 kW-h b) $3,67
XVIIL. Fejezet 19C-37 A valasz adott.
18A-1 2)2,27x107s b)0,782m 19C-39 2) 13,9 cm b) 2,6 x 107 (C°)""
18A-3 A valasz adott. 19C-41 8,0039 cm
18A-5 8,33 cm 19C-43 a) TykiAx, + Tk, Ax,
18B-7 A=7%x10%m, k=3,14m", 0 =628x 1075 ke, Ax, + k,Ax,
18B-9 a) 1,27 Pa b) 170 Hz c)2,00m 19C-45 A valasz adott.
d) 340 m/s 19C-47 3,52 % 10*s=9,78 h
18B-11 18,56 m 19C-49 A valasz adott.
18B-13 860 m 19C-51 A vilasz adott.
18A-15 2,94 x 107 J/em®
18B-17 1,13 pW XX. Fejezet
18B-19 A valasz adott.
18B-21 a) 565 Hz b) mélyiil§ hang g .
18A-23 2.07 N 20A-3 a)4,48m’ b) 5,60 kg
18A-25 a) 515 Hz b)4,13 cm 20A-5 0,046 m’
18A-27 2) 0,773 m b)1,55m c)330Hz d)220 Hz 20A-7 12,01
20A-9 1,98 x 10°Pa




