XV. FEJEZET

REZGESEK

Keveset tudunk, mégis csodalatos, hogy ez milyen sok,
s még csoddlatosabb, hogy kevés ismeretiink mekkora
hatalom a keziinkben.

BERTRAND RUSSELL

15.1 Bevezetés

Szédmos test periodikus, azaz az id§ fiiggvényeben szabalyosan ismétlodo
mozgast végez. Az inga ide-oda leng, a benzinmotor hengereinek dugattyii
elére-hatra mozognak; minden atom és molekula egyensulyi helyzete koriil
rezeg. Az orgonasipok, és a kiirt6k légoszlopainak, a hangszerck hirjanak
rezgése ugyancsak periodikusan valtozé mozgis. Az elektromos aramkor
valtakoz6 aramat ugyanazzal az egyenlettel irjuk le, mint a mechanikai rend-
szerek rezg6 mozgasat. Tehat a periodikus mozgas a fizika majdnem minden
agaban eldforduld, széles korben elterjedt jelenség.

A kovetkezbkben a rezgd rendszerek kozos vondsait elemezziik egyet-
len m tomegii test mozgasanak megfigyelése révén, amely vizszintes sirlo-
dasmentes feliileten, rugd hatdsa alatt egydimenzios mozgast végez. Ez trivi-
alis példanak tlinhet, de egyszeriisége lehetve teszi, hogy levezessiik azokat
az 4ltalanos egyenleteket, amelyek nagyon sok esetben alkalmazhatok. A
testhez a rugdt csatlakoztatnak, amint ez a 15-1a abrdn lathato. Ha a testet
nyugalmi helyzetébdl x tavolsdgnyira elmozditjuk, a rugd olyan F'visszaté-
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ritd erét gyakorol a testre, amely ardnyos. az elmozduldssal; ezt Hooke-
torvénynek nevezik:

A Hooke-torvény F=—kx (15-1)

ahol k a newton/méterben kifejezett rugéallando.

Szamos olyan fizikai rendszer van, amelyben az erd j6 kozelitéssel en-
nek a térvénynek engedelmeskedik. De ha az eré nem linearis fliggvénye az
elmozduldsnak, kis elmozduldsok esetén ekkor is gyakran jol kozelithetd
linedris fiiggvénnyel (a fiiggvénygorbe éritdjével) (15-1b dbra).

15.2 Egyszerii harmonikus rezgé mozgas

A kovetkezékben matematikai dsszefliggéseket vezetiink le a rezgd mozgas
tulajdonsagainak leirasira. Newton mésodik térvenyébdl indulunk ki:

F=m Z:f (15-2)
A Hooke-tdrvény behelyettesitésével
& kx:mi;f (15-3)
adodik, azaz
Z:f = k[ﬁ]x . (15-4)

Ahhoz, hogy ezt az egyenletet ,,megoldjuk”, meg kell taldlnunk azt az
x(t) fliggvényt, amelynek id6 szerinti masodik derivdltja megegyezik a fiigg-
vény negativ tébbszordsével. Mivel a szinusz és a koszinusz fiiggvény ilyen
tulajdonsagi, ezért a keresett x(¢) fiiggvényt ezek segitségével oly modon
irjuk fel, hogy a fiiggetlen valtozét (ami altalaban valamilyen 6 szog) a t id6
valamilyen w-szorosanak tekintjiik, ahol w a radian/masodpercben mért tin.
korfrekvencia. (Jegyezziik meg, hogy itt w értéke mindig allandé, ellentét-
ben a forgd mozgassal, ahol w a szOgsebesség, és valtozhat) A (15-4)
egyenlet megoldasat tehat az

x(1) = A cos(wt + ¢) (15-5)

alakban irjuk fel, ahol

¢ = egy tetszéleges allando, a radianban mért (a ¢ = 0 idéponthoz tar-
tozo) un. kezdd fazisszog.

o = a korfrekvencia, radidn/masodperc egységben mérve. Ha fjelenti
a rezggs ciklus/mésodperc vagy hertz (Hz)' egységben mért frek-
venciajat, akkor o = 2zf'. A fliggvény egy teljes ciklusanak
idStartama a masodpercben mért 7= 1/f periédusidé vagy rez-
gésidd.

A = az amplitidé, vagy a periodikus mozgas legnagyobb kitérése, ezt
hosszusag egységben mérjiik.

Ezt a frekvenciaegységet Heinrich Hertz (1857-1894) tiszteletére nevezték el, aki az elekt-
romagneses hullimok létezését kisérletileg elséként igazolta. A hertz egysége 57!, de ezt
gyakran ciklus/mdsodperc-ben vagy rezgés/masodperc-ben fejezik ki. Persze a . ciklus” és
»rezgés” csupan fizikai jelenségeket leird szavak, nincs sajét dimenzidjuk.
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Mivel cos(cot + 7r/2) =-—sinwt , a ¢ fizisszog segitségével kifejezett (15-
5) fiiggvény a (15-4) differencidlegyenlet d@ltaldnos megoldasat szolgdltatja,
amely a szinusz és a koszinusz fliggvényt egyardnt tartalmazza. Ez a megoldds
az egyszerii harmonikus rezgé mozgasnak nevezett periodikus mozgast irja
le: egyszerti, mert egyidejiileg felléps tobb kiilonbdzé frekvencia helyett csu-
pan egyetlen frekvenciaval jellemezhets. A , periodikus mozgas” elnevezés
talan alkalmasabb lenne, de az ,,egyszerd harmonikus rezg$ mozgas” elter-
Jedtebb.

A (15-5) fiiggvény kétszeri id6 szerinti differencialséval (lasd a G-I
fuggeléket) a kovetkez6t kapjuk:

x=A4 cos(cut +¢)

%zk/jm sin (w? + ¢)
2
j fzan)z cos (wt-ﬂ;ﬁ)
t
5 g
e (15-6)

Osszehasonlitva a (15-4) és (15-6) egyenleteket, megallapithato, hogy a (15-
5) tiggveny akkor elégiti ki a (15-4) egyenletet, ha
k
i ol (15-7)
m
Behelyettesitve az @ =2rf oOsszefiiggést és f-re megoldva, kapjuk az egy-
szer(i harmonikus rezg6 mozgas frekvencidjt:

LY e
m
Az egyszerli harmonikus = bt
,, : fes (15-8)
rezgd mozgas frekvenciaja 2r Y m
A T rezgésido a mozgas egy teljes ciklusinak id§tartama. Azaz
ST i 1 m
Az egyszer(f harmo'm.ku_s i |m (15-9)
rezgo mozgas rezgésideje e k

Az egyszerl harmonikus rezgé mozgéas fontos jellemzéje, hogy az f
frekvencia és a T rezgésidd fiiggetlen az A amplitidétél. Ezért egy rugobol és
a hozza kapcsol6dé testbsl allo rendszer mindig wgyanazzal a frekvencidval
rezeg fliggetleniil attdl, Hogy a rendszert nagy vagy kis amplitidoji mozgas-
ba hoztdk.

A kitérésre vonatkozo x = 4 cos(w? + ¢) egyenletben az (ot + ¢) meny-
nyiséget a rezgés fazisanak nevezik. Ertéke megszabja, hogy a részecske az
adott pillanatban milyen rezgésallapotban van. A ¢ = 0 idépontban a rezges
fazisa ¢. Ezért ¢ a kezd@ fazisszig: ¢ értékének megvalasztasival lehetdvé
valik az id6 mérését a test tetszés szerinti kitéréséhez tartozo id6ponttdl kez-
deni. (Lasd a 15-2a abrat.) A T periodusidét nem sziikséges az abran bemu-
tatott modon csticst6l csiicsig mérni; T az az id6tartam, ami alatt a rezgd test
a fliggvénygorbe barmely pontjdhoz tartozd id&pontto] kezdve a rezgé test
mozgasanak egy teljes ciklusaig tart.

A rezgd test sebességét és gyorsuldsat a kitérés id6 szerinti elsé és ma-
sodik deriviltja adja, ezeket a kovetkezd egyenletek foglaljak dssze:
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t)——A cos(wt+¢)

Elmozdulas

i
A
4

t
|
(a) ‘
t

(=Y
A ¢ kezds fazisszog \ \/

meghatdrozza az origd
(¢ =0) helyét
(itt negativ érték)

Sebesség 2 ‘ v(t) = — Aw sin(wt+¢)
I
\
I
(b) \ /
o, 55 :
l\/ \/
!

a
j =21 A52
Gyorsulas | art) Aw? cos(wt+¢)
|
15-2 dbra = i /\ /\
Az x(f) = A cos(wt + ¢) fliggvény sze- ' 7 . t
rint mozgo részecske egyszerli harmo- :
nikus mozgasa. Ha a kezdé ¢ fazisszog \M
zérus, akkor a fiigg6leges koordinata-
tengely a szaggatott vonallal jelolt
helyzetbe tolodik.
Kitérés x = A cos(wt +¢) (15-10)
5 dx ;
B dderd Sebesség = = vi=— At (wt E ¢,) (15-11)
harmonikus d
rezgémozgas Gyorsulas ?‘: a=-Ao’ cos(wt +9¢) (15-12)
Korfrekvencia o =2nf = Z_ﬂ (15-13)
- T

15-1 PELDA _

Egyszerli harmonikus rezgé mozgast végzo részecske kitérését az
x = A cos(wt + ¢) fiiggveny irja le. Az amplitado 2 cm, a rezgésido
1,5 s és a kezdeti kitérés 0,4 cm, amikor a részecske a mozgds ko-
zéppontja felé kozelit. (a) Hatarozzuk meg a kezd6 fazisszoget. A
t = 0,9 s idépontban hatarozzuk meg (b) a mozgas fazisat és (c) a
kitérést (centiméterben).

MEGOLDAS

(a) Alkalmazva a (15-10) egyenletet, x = A cos(wt + ¢), ésat=0
érteket behelyettesitve kapjuk:

x,=4 cos ¢

ahol x, a ¢ = 0 id6ponthoz tartozo kezdeti kitérés ¢s 4 az ampli-
tado. A numerikus adatok behelyettesitésével
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(0,4cm) = (2 cm)(cos¢)

: [ 0,4cm
innen ¢ = arc cos e )

J= 1,37 rad
cm

Jegyezziik meg, hogy ¢ érékét radianban kell kifejezni, mint-
hogy w mértékegysége rad/s.
(b) A (15-10) fuggvény felirdsahoz elbb ki kell szamitanunk o
értekét:
2r 27 rad rad

0 =— =4,19—
F° M55} s

fgy a (15-10) egyenlet
rad
x=(2cm) cos|| 4,19— [z + 1,37 rad
S
A [ ] zaro6jelben 1évo kifejezés a fazis. A t= 0,9 s id6pontban
a fazis = [[4,1 93‘1](0,95) +137 rad] =5,l4rad
s

(c) A t=0,9 s idGpontban a kitérés:

= (2cm) 005(5,1 4 rad) =0,829cm.

Egy a Hooke-torvényt kovetd rugéra erfsitett 200 gramm tomeg(
test 4 cm amplitddoji egyszerli harmonikus rezgé mozgast végez
(15-1a abra). A rugoéalland6 25 N/m. a) Szémitsuk ki a rezgés frek-
vencidjat és b) a rezgés egy teljes ciklusdnak idGtartamat (a rez-
gésiddt). Tekintsiik azt az id6pontot, amikor a rezg8 test egyensulyi
helyzetétdl jobbra 2 cm tavolsigra van és jobbfelé mozog. Szdmit-
suk ki ebben az id6pontban a test ¢) sebességét és d) gyorsuldsat!

MEGOLDAS

/ a) A rezgés ffrekvenciaja a (15-8) képlet szerint:

k 1. |25 N i
% g Eoopli B 1 ., 178 ciklus _ 178 Hz
2n \m 27\ 0,200kg s

b) A T periodusidé a (15-9) képlet szerint: cos(wt+o)

1 1 1,0
i (1,7861 us] , N

S / Hwt+o)

o[ 60° ® '300°
c) Annak érdekében, hogy a rezgd test mozgasardl vilagos képet \/ |
\

alkothassunk, célszer(i az x kitérést ¢ fliggvényében grafikusan |
vazolni (15-3 abra). El6szor a mozgas fazisat, azaz (wt + ¢) ér- (wt =+ ) ———
tékét szamitjuk ki, ezért a numerikus adatokat a (15-10) egyen- :
letbe helyettesitjitk és az egyenletet (w? + ¢) -re megoldjuk: 15-3 abra

A 15-2 példéahoz.

x = A cos(wt +¢)
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(2cm) = (4 cm) cos(wr + ¢)

ahonnan

cm

(0t +¢)=arc cos[jcm} =arccos(0,5) = 60°.

adodik. Az dbrar6l azonban leolvashatod, hogy 60°-ndl a test
balfelé halad (az x kitérés csokken). Ezért az a szég, amit kere-
siink, egy olyan id6ponthoz tartozik, amikor x = 2 c¢m, és a test
Jjobbra halad (az x kitérés ndvekszik). Ez a szég 300°os,
amelynek koszinusza ugyanaz, mint 60° koszinusza® . Tehat
(wt + ¢) = 300°, és a sebesség az ehhez tartozo pillanatban a
(15—11) képlet szerint:

ciklus

v=—Aw sin (wt+¢):—(0,04m)(2ﬂ')[1,78 Jsin300°

v=0,387 i (jobbfelé iranyul)
S

(d) A gyorsulas szamitasa:

a=-w’x= —[(27:)(],78 2LL H (0,02m)

§
m
a= —2,50—~2~ (balfelé iranyul)
S

Jegyezziik meg, hogy a sebesség €s a gyorsulas ellentétes iranyn,
mert a test mozgasa lassul.

15-3 PELDA

A 15-4 abran egy egyszer(i harmonikus rezgé mozgas grafikonja
lathato. Hatdrozzuk meg a mozgds x = 4 cos(wf + ¢) egyenletében
szerepld 4, @ és ¢ paraméterek numerikus értekét SI egységekben.

MEGOLDAS

A grafikont tanulmanyozva latjuk, hogy az amplitddé 4 = 0,02 m,
és a rezgésidd 7= 0,8 s. Ezért az w korfrekvencia
_ 2z 2mrad rad

= =7.85—
JE 0,8s &

A ¢ fazisszOg meghatirozasara helyettesitsik be a grafikonrol leol-
vashato értékeket. Példaul ¢ = 0,3 s idGpontban a legnagyobb a kite-
rés, azaz x = 0,02 m. Tehat a koszinusz fliggvény érteke +1. Ez akkor
igaz, ha a koszinusz fiiggvény argumentuma nz; ahol n =0, £ 2, £ 4,
stb. A koszinusz fliggvény argumentumdt most zérusnak valasztjuk:

Ez az egyszerli harmonikus rezgé mozgas vizsgalatanak egyik lehetséges hibaforrasara
utal. Minthogy a rezg6 mozgdst végz6 részecske kés6bb wjra athalad ugyanazon a ponton ,
az ellenkezd iranybol, Gvatosan kell eljarni az adott feladatnak megfelel§ id6pont meghata-
rozasanal. Tovabba, mivel a zsebszamologépek mindig csak 90°-nil kisebb abszolut értéki
szogeket adnak eredményiil, konnyen elnézhetjiik a valéjaban mas negyedekben lévG szo-
geket. Az ilyen tipust hiba elkeriilésére célszer(i felrajzolni a kitérést a ¢ fliggvényében. A
kévetkezd fejezet mas segédeszkozt is nyhjt ehhez, mégpedig az un. referencia-kort.
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(7,85EJ(0,35)+¢ =0
S

¢ =—236rad = -135°,

Ez a vilasz nem egyértelmii. Ha az argumentum értéke 27, akkor a
kovetkez6t kapjuk:

[7,85E}(0,3 $)+¢ =27 rad
S
¢ =393 rad = +225°.

A két kiilonbozd eredmény az origd (a koszinusz fiiggvény kezdd-
pontjatol szamitott) — irdnyl vagy +t irdnyn eltoldsénak felel meg.
Az origo negativ t irdnyu 135°-o0s eltoldsa révén a koszinusz fiigg-
vénygorbe ugyanazon pontjira jutunk, mint az origd pozitiv ¢ irAnyi
225°%0s eltolasaval. Igy a kérdésre két lehetséges valaszunk van;
rad
x=(0,02m) coslI?,SST)t — 236 rad}

és x=(0,02m) cos[(zssﬂ} +393 rad:| :
S

X
(cm) I i
| |
24— —= |
| | 5 |
| | |
i L + | i 1 . 1 L 1 'I t
0 6,102 0,3 0,4 00,6 0,7 08409 5
="} —2

Egy mennyezeti gerendara erdsitett fliggbleges rugo alsd végére
egy 7 kg tomegli test van fiiggesztve. A testet fligg6leges rezgésbe
hozzuk; a rezgésidé 2,6 s. Szamitsuk ki a rugo & rugoallanddjat.

MEGOLDAS

A (15-9) egyenletbdl

T=25rr\/E
k

Ebbdl a k rugdallandot kifejezve

4n’m  4n’(Tkg)

= B =L =409 N/m
(2,65)

TZ

15-4 abra
A 15-3 példahoz.



350 15 / Rezgések

15.3 A harmonikus rezgé mozgas és az egyenletes
kormozgas kapcsolata

Az el6zbekben szamos kiilonboz6 egyenlet szerepelt. Alkalmas geometriai
modell segitségével ez a sokfele figgvénykapcsolat kénnyen megjegyezhets.
A modell neve referenciakor.

Tekintsiink egy P pontot, ami egy 4 sugari kéron dllandé w szégsebes-
séggel mozog. Ha a P pont a £ = 0 id6pontban az x tengely x = 4 koordinataji
pontjabol indul, akkor valamely késGbbi ¢ id6pontban az A sugar x tengellyel
bezart szdge wt, (lasd a 15-5a dbrat.) A P pont x tengelyre esd vetiilete a Q
pont. Amint P végigjarja a kort, O az *x tengely mentén balra és jobbra mo-
zogva egyszer{i harmonikus rezgd mozgast végez. A O pont origotél mért
kitérése x = A coswt, azonos a (15-10) egyenlettel, ha a ¢ kezd6 fazisszog
zérus.

a) A Q pont.

L
| - A ¢ kezdd fazisszog alkalmas megvilasztisaval az id6 mérését akkor
bt kezdhetjiik el (¢ = 0), amikor a pont a kor tetszéleges helyén van, ami azt

&= P jelenti, hogy éppen akkora a harmonikus rezgé mozgast végz6 test kezdeti
‘ 3

|

1

kitérése. Altaldban az egyszer(i harmonikus rezg$ mozgas az egyenletes
kérmozgas barmelyik atmérdre (nem csak az x tengelyre) es§ vetiiletének

X
0 ! Q tekinthetd.
v,=—Aw sin wt A 15-5b dbran a mozgd P pont v sebességvektoranak nagysiga Aw. A v
/ vektor tx tengelyre vetitésével v, = —Aw-sinwt, a (15-11) egyenletnek meg-
felelden. (A negativ elGjel helyénvald, mert az 6ramutatd jardsaval ellentétes

irinyban mozogva, wt < 90° esetén a részecske az x tengely negativ iranya-
ban mozog.) Hasonloképpen, a 15-5¢ dbran a mozgd P pont a,, centripetalis
gyorsuldsanak nagysaga a,, = Aw’, és x iranyi vetiilete a,= —Aw” coswt (lasd
a (15-12) egyenletet). Ezért a referenciakor az egyszerdi harmonikus rezgd-
mozgas tanulmanyozasinak igen hatisos eszkoze. Mint ezt a kovetkezé példa

) megmutatja, gyors eljarast szolgdltat arra is, hogy kiszamitsuk azt az idGtar-
wi a| tamot, ami ahhoz sziikséges, hogy a harmonikus rezgd mozgdst végz6 ré-

<=t szecske a mozgas egy meghatarozott pontjabol egy mésikba jusson.

b) A O pont v, sebessége.

15-5 PELDA

Egy részecske egyszerli harmonikus rezgd mozgast végez 200 rez-
gés/s frekvencidval. Szadmitsuk ki azt az idGtartamot, ami ahhoz
sziikséges, hogy a részecske a kozéps6 x = 0 (egyensulyi) helyzeté-

c) A O pont a_ gyorsuldsa,

15-5 dbra bél.az x = 4/2 pontba (a maximalis kitérés felére) jusson!
A tx tengely mentén egyszer(i harmo- : :
nikus mozgassal ide-oda mozgo Q " MEGOLDAS

pont referenciakore.

Minthogy a gyorsulas valtozik a mozgas sordn, nem hasznalhatjuk a
kinematikai egyenleteket. Azonban a referenciakorre hivatkozva (15-
6 abra) megallapithato, hogy a képzelt P pont a keresett idGtartam
alatt 30°-0s kozépponti szoghdz tartozod ivet ir le. Tekintettel arra,
hogy a P pont a teljes ciklus T periddusideje alatt allandé nagysagi
sebességgel mozog, ezért a £ id6 a T periddusidé alabbi tortrésze:

= & T:l
360° 12

A rezgésidé T= 1/f= 1/(200 s™) = 5x107%s. Tehat

5%107°
t=———

=417 x10"s
12
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15.4 A harmonikus rezgé mozgis energiaviszonyai

Az egyszerii harmonikus rezgé mozgas energiaviszonyait a 7.6 fejezetben
targyaltuk. Hasznos lenne most Gjraolvasni ezt a fejezetet. Mintegy attekin-
tésképpen Osszefoglaljuk az osszefiiggéseket. Ha nincs sarlodds, akkor a
rendszer konzervativ, tehét igaz az energia megmaraddsa:

E=F
Uy +K,=U +K

ahol U és K pillanatnyi értékei:

1
Potencialis energia U §7E Ekx2 (15-14)

1
Kinetikus energia K K= = my’ (15-15)
= 1 1
Osszes energia £ E = ) Jor? + 5 my* (15-16)

A 15-Ta dbra U és K viltozisat mutatja a ¢ id6 fiiggvényében. Vegyiik észre,
hogy az E Osszes energia dllandé marad, kdzben az energia folyamatosan oda
€s vissza alakula potencidlis és a kinetikus energiaforma kozott. Az energia az
alabbi id6pontokban teljes egészében az egyik vagy a masik alakban van jelen:

A maximalis kité- A kozéppontban
résnél (ha v=0) (hax=10)
Osszes E energia el A m(v_. )? (15-17)
2 2 max

A (15-16) és (15-17) egyenletek alapjan barmely x kitéréshez megkapjuk a v
sebességet:

lmv2 +l.for2 :l.kA2
2 2 2
cbbdl kifejezve a v sebességet:
p=4 £(A2 = x?). (15-18)
m

Minthogy a sebesség az x = + A4 helyen iranyt valtoztat, ezért ezeket a moz-
gas forduld pontjainak nevezziik. Ezek azok a korldtok, vagy hatdrok, ame-
lyeken beliil az egyszer(i harmonikus rezgé mozgds végbemegy. Az energia-
diagramok hasznosak, mert bel6liikk a mozgas sok fontos jellemzGije levezethetd.

Egy 2 kg tomeg(i testet rugora erdsitettek és vizszintes sima feliiletre
helyeztek (15-8 4bra). Ha a testet (az x tengely origdjatol) 0,2 m-re
elhiizzik, ezen helyzetének megtartasihoz 20 N vizszintes irany er§
sziikséges. A testet most, x; =0,2 m kezdeti kitérésébdl elengedik és
ezt kovetden a test egyszer(i harmonikus rezgd mozgist végez. a)
Hatdrozzuk meg a & rugéallandét. b) Hatdrozzuk meg az egyszer(i
harmonikus rezgé mozgds f frekvencigjat. ¢) Hatarozzuk meg a test
Vo, Maximalis sebességét. Hol 1ép fel a maximalis sebesség? d) Hata-
rozzuk meg a test maximalis a,,,, gyorsuldsat. Hol 1ép fel a maximalis
gyorsulas? e) Hatirozzuk meg a rezgd rendszer teljes E energidjat. Ha
az x pillanatnyi kitérés a legnagyobb kitérés egyharmadaval egyenld,
aklor mekkora f) a sebesség és g) a gyorsulds?

Y

4
2

|

X
0N |
Al
|
30°\ |
LA

15-6 abra
A 15-5 példahoz.
E=U+K
Energia Kl
B
\ 1 1‘ / \ oy / Yit
1] \ ]
e e
1} / }\ b ¢ ‘\
B ; Elo) / 1 i
b S 7 A Vo \
0 — f
Tt
a) Az egyszer(i harmonikus rezgd
mozgas energidja, mint a ¢ id6 fliigg-
vénye.

Energia E=U+K

Fordulo

pont
b) Az egyszer(i harmonikus rezgd
mozgds energiaja, mint az x kitérés
fiiggvénye.

15-7 abra
Az egyszerd harmonikus rezgé moz-
g4s energiaviszonyai.

(Az egyenstilyi

helyzetben
x=0.)

|
ke O_|*‘l

LT — m

Surléddsmentes feliilet
15-8 abra
A 15-6 peldahoz,
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_
MEGOLDAS

a) Ha a testet x = 0,2 m-re kitéritik, akkor a rugd F = —20 N erét
fejt ki rd. (A negativ el8jel onnan adédik, hogy az erd az x ten-
gely negativ irdnyaba mutat.) igy, a (15-10) egyenlet alapjan a k
rugdallando

F  (-20N) N

k=— —=- =100—.
¥ 0,2m m

b) A (15-18) egyenletbdl

1002
fﬁi K —L m
2 \m 2m | 2kg

ciklus

=113

(vagy 1,13 s, vagy 1,13 Hz)

c) A (15-11) egyenletbl v=—Aw sin(cot +q‘)), vagyis a sebesség

maximalis, ha sin(t + ¢) =+1 Ezért:

Vi =240 = +(0,2m)(27)(1,13s ') = i1,4]?

A sebesseég akkor maximilis, amikor a test az x = 0 egyenslyi

helyzetén halad 4t. A & elGjel erra utal, hogy a test ebbe a pontba

mindkét irdinybdl érkezhet.

d) A (15-12) egyenletbSl a = —w’x . A negativ eldjel arra utal,
hogy az a gyorsulds az x kitéréssel ellentétes irdny. A gyorsu-
las akkor éri el legnagyobb értékét, amikor a kitérés maximalis,
vagyis A értékkel egyenld. Ennélfogva:

=0’d=(2n ) d=47*(113s7) (0,2 m) = 10,1m /5

|a

max

A maximalis gyorsulas tehdt a mozgds széls6 helyzeteiben lép
fel.
e) A (15-16) egyenlet szerint

N
E=mkd? =[ 1002 |(0,2m)? = 2,003
2 2 m

A teljes energiat igy is kiszdmithatjuk:

2 max
B A (15-18) egyenlet szerint

2
B :-;—(2kg)[1,413) = 2,00]
; S

ye(02 )b g3
. 2kg 9 s

g) Az x =A/3 kitéréshez tartozo gyorsulds meghatarozasira a
(15-12) egyenletet alkalmazzuk:

a=-o*x==(2n f) x=-(22)* (1,135 )z(oszJ = —3,36?




Egyensulyi
helyzet

A fiiggdleges rugon fiiggd test

Ha a (konstans 4 rugoéallandoju) fiiggSleges rugon m tomegii test fiigg (15-9
dbra), akkor a rugoé d tdvolsiggal megnyilik, hogy a test egyensilyban le-
gyen. A rugo a testre egy felfelé irdnyul6 kd erét gyakorol, ami éppen a lefelé
mutaté mg nehézségi erbvel tart egyensulyt. Ha az y koordinatatengely ori-
goja az egyensulyi helyen van, és ha az y tengely pozitiv iranyat felfelé mu-
taténak valasztjuk, akkora testre hatd erdk ereddje 2F = kd — mg = 0. Ha a
testet most y tavolsdgnyira felfelé elmozditjuk, akkor

)JFy:ma
k(d—y)—mg=ma.

De kd—mg = 0, ezért a fenti egyenlet —ky = ma alakra egyszer(isodik, igy a
testre hatd F = —ky ered6 visszatéritd er8 pontosan megfelel a vizszintes
mozgasra érvényes Hooke torvénynek. Tehdt a fiiggéleges rugén fiiggd test
egyszerli harmonikus rezgé mozgasat, feltéve, hogy az origét az egyensilyi
helyen vdlasztjuk meg, ugyanazok az egyenletek irjak le, amelyeket a sima
vizszintes sikon mozgo testre levezettink. A frekvencia, a rezgésids, az
energia €s a mozgds tobbi egyenlete is, fiiggetleniil attol, hogy a mozgs viz-
szintes-¢ vagy fligg6leges, azonos.

15.5 A fondlinga

Tekintsiink egy idealizalt ingat, amely ¢ hosszlsigi kénnyii fonélra flig-
gesztett pontszerd m tomeg(i testbdl 4ll (15-10a dbra). Az inga a graviticio
hatasdra fliggéleges sikban leng. Most megmutatjuk, hogy kis szogkitérés
esetén az inga mozgésa kozelit6leg egyszerli harmonikus rezgé mozgas.

Az er8ket a 10-15b abra mutatja. Gorbevonalii mozgisok esetén az erék
felbontasdhoz az egyik irdnyt mindig radilisan befelé mutaténak valasztjuk.
A 15-10c ébra a két, egymdsra merdleges irinyban felbontott eréit szemlélteti,
A felfiiggesztési pontra vett forgatonyomaték

M = Ia
2)dZQ

—mglsinf = (mf £

15.5 A fondlinga 353

15-9 abra
A fiigg6leges rugon fiiggs m tomeg(i
test.

&__J___

a) A fona’lmga. A témegpont s kité-
rését a gorbevonald palyan mér-

Jiik.
b) A vektordbra.
y T
0 >< /\
mg sin @
mg cos

c) Az er6k vektorabraja két egy-
masra mer6leges irdnyl erévek-
tor komponenssel.

15-10 abra

A fonidlingdra hato erdk.
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A negativ el6jel azt jelzi, hogy ez egy visszatérité forgatdnyomaték, amely az
ingdt a kozépen lév6 egyensulyi helyzet felé gyorsitja. Rendezéssel

il ¢ [E};ine (15-19)

dt? ¢

Ha kis szogkitérésdi' esetekre szoritkozunk, akkor sin 6 a 6 szoggel
kozelithetd: sin@ =6 (radidnban), és a (15-19) egyenlet igy alakul:

2
de {ﬁiJ@ (15-20)

dt’ 4
Ez az egyenlet ugyanolyan alaki, mint a (15-14) egyenlet, igy arra a
kovetkeztetésre jutunk, hogy a mozgas kozelitGleg egyszerli harmonikus
rezgd mozgas. A T rezgésiddre analogia alapjan [lasd a (15-9) egyenletet] a

A fonélinga lengésideje T = 27 £ (15-21)
(kis kitérések esetében) g

kifejezés adodik.
A Trezgésidbre a pontos megoldas:

7“=2rc\/Z 1+isin2[9]+msm‘(g}+--- (15-22)
s 2) (27)4*) (2

A 15°-ndl kisebb kitérésekre (vagyis, amikor az inga 30°-os szégtartomanyban
leng), a (15-21) és a (15-22) osszefliggések kozott az eltérés kisebb, mint 0,5%.

15-7 PELDA i

Hatdrozzuk meg a (kis amplitidoval lengd) fondlinga méterben ki-
fejezett hosszat, ha percenként 12 rezgést végez.

MEGOLDAS

Minthogy T = 1/f, ezért a (15-21) egyenlet felirhaté a kovetkezd-

képpen:
l_ = ZH\/E.
i g

Ebbdl kifejezve az £ hosszlsigot:

g
f=—.
dr* f*
Az f'frekvencia = jgti L peto =028
4 perc 60s
S e
Atszamitasi
tényezs
(9.8m/s?)
Tehat 1= e R g 20
4n*(0,25™)

3 5
Mivel ging =g — B_+ 9__“4, azért kicsiny 6 szogekre sin 6 =6 (radian.).
=5
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15.6 A torziés inga

Barmely, a tdmegkézéppontjaban huzalra fliggesztett fizikai test a huzallal
egybeesd tengely koriil valtozé iranyt, periodikusan ismél6ds forgo mozgast
vegezni (lasd a 15-11 abrat). A visszatérit forgatdnyomatékot a megcsavart
huzal gyakorolja, és ez a forgatonyomaték kis szégek esetében gyakran
egyenesen aranyos a @ szogkitéréssel. {ly modon a rendszer a 0 szogre vo-
natkoztatva teljesiti az egyszer(i harmonikus rezgé mozgasra el6irt

M=—x8 (15-23)

feltételt, ahol a gorog kappa (k) a torziés rugoédllandot jelenti. Egysége
N-m/rad.
A forgd mozgis alapegyenlete: M = [a, vagy

ezt az M = —k0 egyenletbe behelyettesitve a

d’8
(3]
dt” !

differencidlegyenletet kapjuk. Az egyenesvonali rezgé mozgdsra vonatkozo
(15-4) egyenlet megolddsaval analog modon, ennck a differencialegyenlet-
nek a megoldasa

0=0,cos(wt+¢),

ahol 6, a mozgds radidnban mért szégamplitudéja. A formulat a (15-4)
egyenlettel Gsszehasonlitva, az analdgia révén a rezgés T periodusidejére az
alabbi kifejezést irhatjuk fel:

At i §
rezgésideje K

(Ameddig a visszatérits forgatonyomaték koveti a Hooke-torvényt, nem
szitkséges azt a kozelit6 egyenl6ségjelet alkalmazni, ami az egyszerii fondl-
inga egyenletében megjelenik.)

Elhanyagolhaté salya, ¢ = 0,10 m hossza rad két végére két
egyenld, kicsi, m = 0,002 kg tdmegii test van erdsitve. A rad a ké-
zéppontjara erdsitett vékony huzalon vizszintesen fliggve torzios
ingat képez, ahogyan a 15-12 dbran lathaté. Ha a rendszert a huza-
lon 4t fektetett fiiggSleges tengely koriil rezgésbe hozzak, akkor a
rezges periodusideje 10 perc. Hatdrozzuk meg a huzal k torzids ru-
goéllanddjat.

MEGOLDAS

A torzios rezgés rezgésidejének

‘1
T=2n.—
K

egyenletét a k torzios rugodllandora megoldva:

e
: =

~

forgasi rezgés

15-11 abra

Az ily modon felfliggesztett homogén
tarcsa példa a torzids ingira. A tarcsa-
ra radialis irdnyban rajzolt vonal for-
gdsi rezgese soran a @ koordinata egy-
szerd harmonikus fliiggvény szerint
viltozik.

| / |
[ il

15-12 abra
A 15-8 feladathoz.
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g
15-13 4bra
A vizszintes tengellyel rogzitett fizikai
inga egyensulyi helyzete koriil leng.

4’
TZ

K=

A rid végeén 1évé testek (felfliggesztési pontra vonatkozé) I tehe-
tetlenségi nyomatéka

2
I=2mr? :(Zm)[iJ :lm!?2
2 2

2 2 52
Ezert e=dE (1) 2mr L
TZ 2 T2

60s
ahol T = JOperc( L J:GOOS. A numerikus adatok behelyette-

1 perc
sitésével
2(2,0x 107 kg)(=2)(0,10m)° :
— ( g)(z)( ) Chpkipedm
(600s) rad
15.7 A fizikai inga

Ha egy tetszdleges alakil merev testet tomegkozéppontjatol tetszéleges ¢ ta-
volsagban rogzitett vizszintes tengelyre fliggesztiink fel, akkor a test a gravi-
tacio hatdsara lengeni képes (lasd a 15-13 abrat). A fonalingaval ellentétben,
amelynek (idedlis) pontszerd ingateste sulytalan fonalon fiigg, a valésigos
fizikai testbdl késziilt ingat fizikai inganak nevezziik. Ebben az esetben a
felfiiggesztési pontra vonatkozo M visszatéritd forgatonyomatékot a tomeg-
kozéppontra hato nehézségi erd okozza:

M =—mgfsinf

Kicsiny szogkitérések esetén sinf a 0 szoggel kézelithetd:

M = — mgtf

Enr}élfugva az allando k = mg# visszatérito forgatényorhaték kovetkeztében-

A fizikai inga T EE\F= Z”J L (15-25)
K mgl

lengésideje

ahol I a test rogzitett tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka. A
Steiner tétel, amelyet a 13.4 fejezetben targyaltunk, jol alkalmazhato az olyan
tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték meghatirozasara, amely nem

megy 4t a tomegkozépponton. Ilyen esetben [ = [, + Mh* .

L = 1,1 m hosszi, m = 2,5 kg tomegli vékony homogén rid egyik
vége vizszintes tengelyhez van rogzitve Ggy, hogy a rad fiiggéleges
sikban ide-oda lenghet. Kis amplitid6ja lengések esetére a) hatd-
rozzuk meg a mozgas kozelité T lengésidejét és b) annak a fonalin-
ganak az L' hosszit, amelynek azonos a lengésideje.
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B R s o S g L S e S L Ml SR s )
MEGOLDAS

a) A fizikai inga lengésideje (kis amplitid6ji mozgds esetén) a
(15-25) egyenlettel adhaté meg: 7 =2z./// mgf , ahol / a ten-
gelyt6l a tomegkozéppontig mért tavolsdg. A 15-14 abrabdl a
Steiner tétel felhasznalasdval — vagy kozvetlen integraldssal —
meghatarozhatjuk egy, a végén vizszintes tengelyre rogzitett

vékony rid tehetetlenségi nyomatékat.

A Steiner tétellel

A 12. fejezetbdl ismert,
hogy a vékony riud tomeg-
kdzéppontjdn  atmend, a
ridra meréleges tengelyre

vonatkozé  tehetetlenségi
nyomaték
pizadi?
12

A Steiner tétel [(13-8)
egyenlet] szerint a rad vé-
gén atmend parhuzamos
tengelyre a tehetetlenségi

nyomaték
I'= L i MRS
1/ —lmJL2 +m L
12 2
i
2}

Tehat a periodusidd

Kozvetlen integrilissal

A tehetetlenségi nyomaték alta-
lanos kifejezése (12-2 egyenlet);

1=jr2dm

A toémegelemet a kovetkezd
képpen vélasztjuk meg:

dm=p,dr
ahol p, a hosszisagegységre esd

tomeg. (Esetiinkben % .) Ezért

b) Az L' hossziisagh fondlinga lengésideje 7 =2m

. Osszevet-
g

ve ezt a (15-25) osszefiiggéssel és az L' hosszasagot kifejezve,

azt kapjuk, hogy:
2[1 mL? ) g
2lg; bl

mgl mgl

s

e A L T T
itoT 3

15-14 abra
A 15-9 feladathoz.
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k
(0660666606060 —1 mm

a) A vizszintes felileten strlodas
1ép fel.

b) A testre ersitett tarcsa folyadék-
ba meriil, ezzel surlodasos csilla-
pité erdt fejt ki, ami a test moz-
gasat gatolja.

15-15 4dbra

Példak a csillapitott harmonikus rezg6
mozgasra. A test mozgasa mindket
esetben surlodasi erfk ellenében megy
végbe.

15.8 A rezonancia

Egy ,,gumiasztal” (amin cirkuszi akrobaték ugrdlnak) kénnyen hozhat6 nagy
amplitadéji rezgésbe. Nem kell hozzé egyebet tenni, csak a lengés sajatfrek-
vencidjaval (vagy ennek maradéknélkiili osztojaval egyezd frekvenciaval)
ismétl6ds kicsiny iitéseket mérni rd. Tovabba sziikséges, hogy az impulzuso-
kat a mozgis alkalmas fazisaban adjuk 4t, ne a mozgdssal ellentétesen, ne-
hogy az amplitidét — novelés helyett — csokkentsiik. Ez a két tényezd — az
impulzusok sajdtfrekvencidval és alkalmas fazisban valo gyakorlasa — fontos
szerepet jatszik a kovetkezOkben targyalt mozgds-tipusban.

Azt a jelenséget, amelyben egy rendszer a rea alkalmazott impulzusok
koziil bizonyos sajatfrekvencidkra szelektiv moédon reagal, rezonancidnak
nevezziik. Ez a a fizika sok agdban eléfordul, példaul a mechanikaban, az
optikdban és az elektromos dramkorokben csakugy, mint az atomfizikdban és
a magfizikiban. A mechanikai inganak csak egyetlen sajatfrekvencidja van,
amelyre rezondl. Az olyan rendszereknek mint a rezgd hur vagy a dob, sok
sajatfrekvencijuk van, a rajtuk gerjeszthet6 kiilonb6zd frekvenciaji allo-
hullimok kévetkeztében. Bevezet targyaldsunkban figyelmiinket egydimen-
zios rendszerek vizsgalatara korlatozzuk. A kovetkeztetéseket azonban kony-
nyen kiterjeszthetjiik a bonyolultabb két- és haromdimenziés esetekre.

Csillapitott rezgések

Tekintsiink egy rugéra felfiiggesztett testet, amely a Hooke-torvényt koveti
(15-15 dbra). Ha nem lenne sirlodas, akkor a rendszer az o, sajatfrekvencia-
val rezegne [a (15-7) és a (15-8) egyenletekbdl]:

w, sajatfrekvencia : i
= =, — 15-26
(surlodas nélkiil) D=2 =4l = ( )

ahol @, radian/masodpercben van mérve.
Milyen hatast valt ki a sarlédas? Sok esetben a sirlodas kozelitdleg a

mozgas sebessegével aranyos' . Vagyis

dx

15-27
= ( )

A strlédasi erd fi=—bv==10
ahol a b 4llando a csillapitési tényezd.

Newton £F = ma masodik torvényét alkalmazzuk. Mivel a testre két erd

hat:
d 2
—fx — b—x =m d f
dt dt
2
innen rendezéssel ‘; =+ b% +hr=0 (15-28)
t

adédik. Ezt a differencialegyenletet a test mozgdsegyenletének nevezik. Ha

’ k : :
a csillapitas kicsi, azaz (Zi)< — , a megoldas (vagyis az egyenletet ki-
m m

elégit6 x, mint ¢ figgveénye):

Mérsékelt sebesség esetén a csiszo felilletek kozotti strlodasi erd allandd. Nagyobb sebes-
ségeknél a strloddst erd véltozik, rendszerint csokken a sebességgel. Folyadékban valo
mozgasnal azonban a surlodasi er6 nagyobb sebességeknél dltalaban novekedik. A lamina-
ris aramlds ( ezzel majd a 17. fejezet foglalkozik) bizonyos eseteiben a surlodasi er§ kozel
arinyos a sebesség négyzetével.
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o2t os(w”t — ) (15-29)

ahol az 4 amplitid6 az id6vel exponencialisan csokken, mivel a sirlodas
fogyasztja a rezgd test energidjat (a surlodas disszipativ er6).

x=4e

Exponencialis

FEE e ; i = (hr2m)r
amplitidocsékkenés A= Age (15-30)
csillapitds hatdsara
Viszonylag kis csillapitds esetén a rendszer w,-nal valamivel kisebb @’
frekvenciaval rezeg:

CSILLAPITOTT @ FREKVENCIA -
(kis csillapitas esetén, , “’02 i ( b ] (15-31)

By
2m m

Elmozdulas
A csillapitatlan rezgés
/\ /\ /\ /\ frel{ven(:la_]a Wy
0
) e
nincs surlodas
(a)
x .
Az amplitado
\“ S exponencmllsan cstkken o <w,
0 Ah‘—ﬁ_ﬁ—z_‘i_‘f
\,Z e oo
aluIcsﬂlapltott eset
(b (b<~akm A csillapitas
mértéke b
ebben az

iranyban
novekszik.
0 = f

i alulcsﬂlapltott eset l

//’ (b<fdim
(c)
X

A rezg® test ,tulfutismentesen” gyorsan
visszatér egyensulyi helyzetének kozelébe.

0 ——
Kritikus csillapitas
=+ 4km)
(d)
x A test a d) esetnél lassabban kozeliti 15-16 abra
meg az egyensilyi helyzetét A Hooke torvényt kovet6 rugora
akasztott test mozgasa a sirlodasi
0 Fr e t er6 novelésének fliggvényében. A
elc I s test mindegyik esetben nyugalmi
(6> dfem) helyzetbd] indul és kezdeti kitérése

(e) g
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Az o fazisszég és az A amplitidé a t = 0 id6ponthoz tartozd kezdeti feltéte-
lektd] figg. A 15-16 abran lthat6 esetben a test x, kezdeti kitéréssel indul
(ez itt az 4, amplitido). Az egyes gorbék a surloddsi erd novelésének kvali-
tativ hatdsat érzékeltetik. Az ilyen mozgast csillapitott harmonikus moz-
gasnak nevezziik, mert a rezgés amplitidéja exponencidlisan csdkken, mi-
kozben a rezgés energidja sarlodas kévetkeztében hévé alakul.

Kényszerrezgések

Vizsgdljuk meg, mi torténik, ha a rendszerre egy kiils6 ,,gerjesztd erd” hat.
Feltételezziik, hogy ez az eré a kovetkez6képpen adhato meg:

A gerjesztt er F=F,sin ot

Vezessiik be a kovetkezo jelGléseket: @ jelenti a gerjeszt6 frekvenciat, @ a
kis csillapitashoz tartozé frekvencidt és w, a csillapitds nélkiili sajatfrekven-
cidt. Az w gerjeszt6 frekvencia birmekkora értéket felvehet.

A testre most hdrom eré hat: egy Hooke-tdrvény szerinti —kx erd, egy
ellendllasi —b(dx/dt) er6 és az F, sinwt gerjesztd erd. A test mozgasat Newton
masodik térvénye szabja meg;

ZF =ma
: i’
i:Fosmcut~ Jox — bﬂJ=m Zx
dt dt
2
azaz m%-i—b% +lx = F, sinw ¢ (15-32)
t

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa irja le a test mozgasat. Melyek
a megoldas altalanos jellemz&i?

Ha szinuszosan valtozé gerjesztd erdt alkalmazunk, akkor a test eredd
mozgéisa a megoldasban szerepld két tagtol fiigg: egy tranziens és egy staci-
ondrius vagy dallandosult tagtél. A mozgis kezdeti szakasza nagyon nagy
kiterésekkel is jarhat (15-17 dbra). A tranziens mozgds a test kezdeti kitéré-
sét6l és kezdeti sebességétdl, valamint a szinuszosan valtozo erdhatas kezdeti
fazisatol fiigg. A 15-17b abran a szaggatott vonallal rajzolt, tranziens gorbe a
csillapitott harmonikus rezgdmozgas egyik megoldasa, ami éppen a (15-29)

egyenletnek felel meg o =%.

A tranziens szakaszban a gerjeszt6 erd mindaddig n6veli a rendszer po-
tencidlis és kinetikus energiajat, amig a rendszerbe taplalt energia atlagértéke
a shrléddsi jelenség kovetkeztében fellépd dtlagos energiaveszteséggel
egyenlévé nem vélik. Ekdzben a tranziens mozgas exponencialisan csdkken
és a rendszer mozgisa tiszta szinuszos rezgésbe az un. Allandésult
(staciondrius) dllapotba megy at. A test ekkor az @ meghajto frekvenciaval
kényszeritett harmonikus rezgést (kényszerrezgést) végez. Fizisa a ger-
jeszt6 erd fazisa mogott ¢ szoggel elmarad.

Bizonyitds nélkiil megadjuk az stacionarius mozgast leird egyenletet (a
15-32 egyenlet megoldasat):

A kényszeritett harmonikus (15-33)
mozgas (stacionarius allapotra) ;= Asin(m fy qﬁ)

ahol az 4 amplitido

(F, /m)

A= (15-34)

[(w02 = w2)2 +(ca b/m)z]”2
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15.8 A rezonancia

F
Gerjesztd erd : Fy sin wt

NAAAAANAANAAANA DA,
UUUUUUUV}UUUU\/\/\F

o

A mozgas faziskésése a
gerjeszt6 er6hoz képest

-

Staciondrius mozgas

Kitérés

Gerjeszto erd

(c)

Az a ¢ fdzisszog, amellyel a kényszerrezgés a gerjesztd er6tsl elmarad, az
aliabbi 6sszefiiggéssel irhatd le:

(wb/m)
poEE——=——
Wy~ @

A kényszeritett harmonikus rezgé mozgasnak (a kényszerrezgésnek)
Jellemzé vonasa, ahogyan az amplitido a gerjesztd frekvencidval valtozik. A
15-18 abran lathato, hogy az amplitido — surlodismentes esetben — az @ = o,
rezonancia-frekvencia esetén végtelen nagyra né. (Persze nincs olyan valosa-
gos rendszer, amely igy viselkedne. Vagy fellép valamennyi surlodas, vagy
pedig az amplitidé novekedésekor a visszatéritd erd eltér a Hooke-tor-
venyi6l, ami miatt mas differencidlegyenletet kellene alkalmazni.) A csilla-
pitds novelésével a rezonanciagorbe viszonylag szélesebbé vilik, és a gorbe
csucsa — tehdt a rezonanciafrekvencia — egyre inkabb az alacsonyabb frek-
vencidk felé tolodik.” ,, Tulcsillapitott” esetben nincsen cstics. A 15-19 dbra
azt mutatja, hogy miként fiigg a ¢ fazisszog a frekvencidtol. Ha egy rendszer
tobb kiillénboz8 dlléhullim modussal képes rezegni, akkor a rezonancia-
gorbének sok rezonanciacsiicsa van. Ezek mindegyike egy-egy jol definialt
rezonanciafrekvencianak felel meg (lasd a 15-20 abrat).

Csillapitott rezgések ,,rezonanciafrekvencidja” sokféleképpen definidlhatd. Rendszerint a
legnagyobb amplitidéhoz tartozd frekvencidval értelmezziik. Bizonyos esetekben azonban
hasznosabb gy definidlni, mint azt a frekvencidt, amelynél a test sebessége a legnagyobb.
Ez utébbi a rendszer szdmdéra a maximalis teljesitményfelvétel frekvencidja; a csillapitis
nélkiili o = @, rezonanciafrekvencidnal jelentkezik.

15-17 abra

Kényszerrezgés csillapitdssal.

a) gorbe: A harmonikus gerjeszt6 erd.
b) gorbe: Az ered6 mozgas kis csilla-
pitas esetében, a tranziens szakasszal
amely a stirlodas nagysagatol (a b
csillapitasi tényez6t6l) fiiggve expo-
nencialisan csokken.

c) gorbe: A tranziens szakasz lecsen-
gése utan a test az w gerjeszto frek-
vencidval stacionarius rezgést végez
de fazisa a gerjeszt6 erd fazisatol ¢
szoggel elmarad.

3

3

!

e eset

Tlesillapitott eset
1 1

A kényszerrezgés amplitidoja
o

0,5 1,0

A gerjesztberd @ és a rezgd rendszer
@ o frekvencidjanak @/ ardanya

15-18 abra

A kényszeritett harmonikus rezgés
amplitidéja, mint a gerjesztd erd o
frekvencidjanak fliggvénye. Az egyes
gorbek a csillapitasi tényez6 kiilonbo-
z6 értékeinek felelnek meg. A gérbék
csucsahoz kozel rajzolt rovid fiiggéle-
ges vonalak a gerjesztSerd nélkiili
esetre vonatkoztatva a csillapitott rez-
gések o’ frekvencidit (lasd a 15-30
egyenletet) jeldlik.

(o}
Nagyon kis csillapitas

180° preeme BT
= e
,( Csillapitott eset

PO e 4 Tulcsillapitott eset
Sl ; %
0° wo
15-19 dbra

A ¢ fazisszdg (amennyivel a kitérés a
kényszereré mogott marad) az o
kényszerfrekvencia fiiggvényében. A
gorbék harom kiilonb6z6 csillapitasi
esetet mutatnak be.

1 | (CU
1,5 2,0 \@o

Csillapitdsmentes

)
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.. fliggveny
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15-20 Abra

Egy tizenkilencedik szdzadi kiirt sajét-
frekvenciai. A kiirt rezonaldsdnak
mértéke a szajrész hangfrekvencias
rezgéseinek fiiggvényében. A rezo-
nanciagorbe tiiskéi jelzik a rezonanci-
at. A kiirtén beliil kialakul6 allohul-
lam-rendszer csomopontjai minden
egyes tovabbi tiiskénél eggyel nének.

15-21 abra

Washington Allamban a Puget Sound
kozelében 1év8 Tacoma Szoros hidjat
a helybeliek ,,Galoppozo6 Gertie™ né-
ven ismerték. Ha mérsékelt szél fujt,
gyakran alakult ki rajta fiigg6leges
siki 4lléhullam rendszer, a két pillér
kozott 0-8 csomoponttal. A fliiggble-
ges rezgések amplitidoi gyakran
olyan nagyok voltak, hogy az el6l
haladé gépkocsi a mogotte jovo sze-
me el6] szinte teljesen eltlint. Ez a
szokatlan, izgalmas élmény nagy-
szaml érdekl8dst vonzott a hidhoz
tobbszaz mérfoldes kormyékrdl. A
hidat potlolagos vazmerevitdkkel és
szell8s oldalpanelekkel épitettek uj-
jas.

Az a biztositasi ligyndk, aki a hidra vo-
natkozd egyik biztositdsi szerzodest Wa-
shington éllam szdmédra megkototte, ,.el-
felejtette” ezt a sajat kozpontjinak beje-
lenteni és a prémiumot zsebrevigta. Ami-
kor kés6bb sikkasztassal vadoltik és 15
évi javitbmunkéra itélték, megjegyezte:
ha a hid csak egy héttel is tovabb megma-
radt volna, akkor a csalds soha nem derilt
volna ki. Ezt azért mondhatta, mert a hid
feliigyel6i, bizva a hid biztonsagaban, ép-
pen egy héitel késdbb akartak felmondani
a szerzédést'. A szabélytalansag ellenére a
biztosito tirsasdg tiszteletben tartotta a
szerzfdést.

A rezonanciajelenség sok gyakorlati esetben fontos szerepet jdtszik.
Példaul a hangszorok tervezésének fontos szempontja, hogy bizonyos frek-
vencidk tilzott kiemelésének elkeriilésére a rezonanciagorbe széles legyen.
Eléfordul, hogy egyes gépek (gépkocsik, rakétak) alkatrészei nincsenek elég
jol rogzitve, igy sajatfrekvencidjuk elég alacsony, és egybeesik a gep miiké-
désétsl szarmazo rezgések frekvencidjaval. Ez esetben az alkatrészek veszé-
lyesen nagy amplitaddju rezgésbe kezdenek, ha a motor megfelel8 rezonan-
ciafrekvenciat kelté fordulatszammal jar. Tovabbi példa: egy csapat katona-
nak ,.ne tarts 1épést!” paranccsal kell atvonulni a hidon, mert ,,1épést tartva”
lépteik frekvencidja egybeeshet a szerkezet valamelyik sajatfrekvencidjival.
A rezonancia litvanyos példdja volt a Tacoma Szoros hidjanak leszakadasa
1940-ben. (Lasd a 15-21 4brat.)

a) 1940. jolius 1-jén 70-80 km/h sebességl szél hatasira a hid csicstol-
cstcsig 1,5 m kitérési figg6leges rezgésbe kezdett, és a hid forgalmat le-
zéartdk. Négy ordaval kés6bb a f6-hidnyilas hirtelen 14 rezgés/perc frekven-
ciaval torzios rezgésbe kezdett, és az tuttest két vége fiiggblegesen csucs-
tol-csticsig mérve 9 méteres kitérést végzett! Kb. 1 oraval késébb a hid
kettétort, és a 60 méteres mélységben folyd vizbe zuhant. Csak néhany
perceel ezt megelézve haladt el a hid alatt egy kishajd, fedélzetén a jelen-
séget kozelebbrél szemiigyre venni akar6 érdeklddékkel.

b) A szilard akadalynak iitk6z8 légaram (vagy folyadekaram) az akadaly mo-
gbtt drvény-levalés néven ismert folyamatban valtakozoan az egyik €s a
masik oldalon valik le, ezaltal az akadalyra periodikus er6t gyakorol. Tlyen
effektus kovetkeztében hozta fiiggbleges rezgésbe a Tacoma Szakadék
hidjat az allandé vizszintes iranyi szél. (Az ablakban 16gé lécroletta viz-
szintes lapjai is ilyen effektus miatt szoktak csapdosni, ha kozottilk atflj a
sz€l.)

A fényképfelvétel 1 cm atmérdjii szilard hengeren 1,4 cm/s sebességgel at-
araml6 vizrdl késziilt. Az dramlast elektrolitos aton kivalasztott, keskeny
fénynyalabbal megvilagitott pardnyi hidrogén buborékok teszik lathatovd.
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15-10 PELDA

Egy 3 N/m rugballand6ji rugora fiiggesztett 1,8 kg tomegli test
viszkozus kozegben (b = 2 g/s) F = 107sind0¢ (SI egységekben
megadott) gerjesztd er6 hatasara kényszerrezgést végez. Hataroz-
zuk meg a) a csillapitatlan oszcilldtor sajatfrekvencidjat, b) a ger-
jesztett rezgés amplitddojat és c) a rezgés fizisat a gerjesztd erd fa-
ziséhoz viszonyitva!

MEGOLDAS
2 moz‘/z= _3NIM_ 4082rad /5= 6,50Hz
m \18x107 kg
Fy/m
b) A=

\[(wuz - m2)2 -I~(cob/rr.!)2

(1x10"N)(18x107 kg)

y
—1}2 32 40s7" zg_sml 5
(408257) —(40s) + L_(l)%
=696%10"m
c) ¢ =arctg (b /m) :(4054)(2@'571)/(1,8@
(02— @?)  (4082¢") = (4057’

¢ =0,588 rad =33,7°

15.9 Az anyag rugalmas tulajdonsagai

A Hooke-térvénynek megfeleld rugé viselkedése a rugd anyaganak rugalmas
tulajdonsagaitol fiigg. Minden anyag deformalddik, ha kiilsé erék hatnak ra —
nincs tokéletesen merev anyag. Gyakran olyan kicsi a deformdlodds, hogy
elhanyagolhaté, és igy jogosulttd vélik a ,;merev” test fogalménak a beveze-
tése. De mads esetekben a deformacié jelentds és mi az aldbbiakban ezzel
szamolunk.

A testek deformalasanak harom alapvet6 modja van (15-23 abra). A
testet egy irdnyban hiizhatjuk vagy osszenyomhatjuk; a testet a ra hato nyo-
més novelésével kisebb térfogatira dsszenyomhatjuk; és ,,nyir6” er6t fejt-
hetiink ki r4 ahhoz hasonloan, ahogyan egy kdnyv fels6 boritdlapjdt vizszin-
tesen eltoljuk mikdzben a konyv az asztalon nyugszik. Egy¢b, dsszetettebb
deformaciok e harom alapvetd tipus kombinacioi. Mindegyik esetben a felii-
leten (vagy magaban az anyag belsejében) a feliiletegységre haté erét fe-
sziiltségnek nevezziik:

o erd F
Fesziiltség = =—

= (15-35)
felillet A4

Fesziiltség

15-22 abra

A vilagon a legnagyobb méreti ar-
apaly a nyugat-kanadai New
Brunswick és Nova Scotia kozott fek-
v6 Fundy obolben jelentkezik. A je-
lenséget részben rezonancia-hatas
okozza. Az 6bolben oda-vissza csapo-
do viz periédusid6je kb. 12 ora,
nagyjabol ugyanannyi, mint az 6bol
szdjanal naponta kétszer jelentkezd
kb. 3 méteres 6cedni arapalyé. Ennek
a rezonancidnak és az 6bol fels6 vegé-
nek sziikiilete kovetkeztében az 6bdl
felsé végén az arapaly szintjének val-
tozdsa akar 15 m is lehet. A vilagon
néhany mas 6bdlben is hasonlo rezo-
nanciajelenség tapasztalhato. A fran-
ciaorszagi Rance folyo6 torkolataban
épiilt gat, vizturbindval és generato-
rokkal felszerelve az egyetlen nagy-
méretli arapaly er6mii a vilagon,
amely ezt a potencidlis energiafor-
rast hasznositja. Cstcsteljesitménye
240 MW, de az arapaly ritmikus val-
tozdsa miatt atlagos teljesitménye csak
62 MW. Ha minden erre alkalmas
helyen drapaly ermii 1étesiilne, ezek
Osszes teljesitménye taldn 16000 MW
lenne, ami nagyjabol csak 1%-a a vi-
lag jelenlegi elektromos teljesitmény-
igényének.
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Dugattyufeliilet A

15-24 abra

Az a méret, amellyel egy test adott
erd hatdsara megnyulik, aranyos a test
eredeti hosszaval, A b) részabran lat-
hato test hossza kétszer akkora, mint
az a) dbran léve, és azonos erd hata-
sdra a megnyilas hossza kétszeres. (A
keresztmetszet mindkét esetben azo-
nos.)

S e e e A e |
15-23 abra

Testek deformaldsanak
kiilonbdz6 maodjai.

a) Huzo fesziiltség b) Nyomo fesziiltség

f
N

Pt
I |
| |
|
7 RS e i S &
c¢) Térfogati 6sszenyomodas d) Asztalon nyugvo konyvre
megnovelt nyomas gyakorolt nyiro-
hatdsira fesziiltség

Az anyag fesziiltség hatasira bekdvetkez6 alakviltozasit deformaciénak
nevezziik. A deforméacié dimenzio nélkiili hanyados, a fizikai méretek valto-
zasdanak ardnydt méri:

méretvaltozas

Deformacio Deformécio = —— (15-36)
eredeti méret

Az, hogy a deformdcio dimenzio nélkiili aranyszam, azt jelenti, hogy csupan
az anyag molekularis tulajdonsagatél fiigg, nem pedig a test specialis mére-
teit6l. Ennek beldtdsara tekintsiink egy eredetileg L, hosszusagl rudat (15-
24a abra). A ra hato F hizoer6 hatasara AL értékkel megnyulik, és a defor-
macio (megnyulas) AL/, Ha most ugyanez az ' er6 egy 2L, hosszlisigh
radra hat, akkor a rid megnytlasa 2AL lesz (mert kétszer annyi molekulat
huzunk szét ugyanazzal az F hizoer6vel.) Ennek ellenére a relativ megnyulas
azonos azaz 2AL/2L=AL/L, Tehat a deformdcio definicioja csak a szoban
forgd anyag molekularis tulajdonsagaitol fiigg, nem pedig az anyag méreteitdl.
Rugalmas anyagok azok, amelyekre érvényes a Hooke-térvény. Azaz, a
testen bekovetkezd deformacio aranyos a fesziiltséggel, és ha a fesziiltseg
megsziinik, a test visszanyeri eredeti méreteit. Azonban minden anyagnak
van egy rugalmassdgi hatdra, amelyen til a deformacio visszaalakuldsa mar
nem teljes, maradando alakvéaltozas 1ép fel (15-25 dbra). A fesziiltség tovabbi
novelésével az anyag a torési szildrdsdg, vagy szakitoszildrdsdg néven ismert
fesziiltségértéknél elszakad, eltorik. A szakitoszilardsag huzasra és nyomasra
nem ugyanakkora; az iiveg példaul kb. 6tszor akkora fesziiltséget bir ki nyo-
masra, mint huzasra. Ez azért van, mert amikor az atomok egy adott mérték-
ben Gsszébb nyomodnak, akkor a kozottik fellepd taszitoer6 nem egyenld
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rugalmassagi Szakadas
Feszﬁltség’ hatar ¢ /
Az egyenes
meredekségét
a Young

modulus adja.

=

i
maradandao
alakvaltozas

Relativ megnyulds

15-25 4bra

Tipikus fesziiltség — megnyiilas (alakvéltozas) diagram. A diagramnak az
orig6tol az a pontig terjedd szakasza egyenes, ennek meredeksége a rugal-
massagi modulusz. A rugalmassdg hatarén til az anyag maradandé alak-
véltozdst szenved. Ha példdul a fesziiltséget a b pontban megsziintetik, az
anyag nem veszi vissza teljesen eredeti mérétét, hanem maradandé
alakvélozas 1ép fel. Ha a fesziiltség eléri a c pontot, az anyag eltorik (vagy
elszakad).

azzal a vonzéer6vel, amely azonos nagysagi széthiizas esetén fellép (lasd a
7-10 példat).

Homogén izotrép anyagok (5. ldbjegyzet, 361. oldal) rugalmas tulaj-
donségait leirhatjuk hdrom, egymastél eltéré, rugalmassigi modulusz néven
nevezett dllandé megvalasztasdval*, Ezek azt jellemzik, hogy miként valto-
zik meg a test mérete erd hatdsara. A rugalmassagi moduluszok a fesziiltség
és a deformdcio kozotti ardnyossdgot fejezik ki, és a kovetkezképpen hatd-
rozhatok meg:

HOSSZIRANYU DEFORMACIO. Ha egy linearis kiterjedési testet
F, er8vel hiizunk vagy nyomunk, (15-26a dbra), akkor a

AL

hiizé, vagy AF; ~hiizdsi, vagy
nyomo =— nyomasi =— (15-37)
FESZULTSEG A MEGNYULAS 0

Az F, er6 merdleges az 4 feliiletre. Ha az A4 feliilet a test teljes hossza men-
tén allando, akkor a fesziiltség az anyag teljes térfogatdban homogén.

TERFOGATI DEFORMACIO. Ha egy testre gyakorolt nyomast no-
veljiik, (pl. ugy, hogy nyomés alatt 1év6 folyadékba meritjiik), (15-26b abra),
akkor a test minden feliiletére merélegesen hato er8k a testet kisebb térfogat-
ra nyomjak &ssze. (Hasonloképpen, a nyomas csdkkentésével a test terfogata
megnd.) Erre az esetre érvényes a -

terfogati AF térfogati AV
OSSZENYOMODAS |= — =AP | DEFORMACIO |~ et S O

A test térfogatviltozast szenved, de alakja az eredetivel azonos marad.

b)

c)

T ; L“\KeresztmetszetA
Fi

Az A teriilet(i keresztmetszetre
merdleges AF| er6 AF /4 huzd
Jesziiliséget eredményez. Az ere-
d6 alakvdltozds (megnytilas)
AL/,

Dugattya
feliilete A

F

Egy hasab a nyomdsi AP = AF/A
kompresszids fesziiltség hatasara
AVIV, kompresszios alakvdlto-
zdst (6sszenyomddast) szenved.

A felso feliilet
_’l - Ax’/ teriilete A

Fy

A derékszogii hasab az A teriiletii
fed@lapra tangencidlisan hato
AF, erd kovetkeztében AF/A
nyiro fesziltségnek van kitéve.

A nyirasi alakvaltozds mértéke
tg B = Ax/y.

15-26 abra
Az anyag deformaci6janak harom
kiilénboz6 modja.

*  Homogeén izotrop kozeg deforméciéjanak leirdsira két rugalmassagi llandé elegendd. Az
itt emlitett hdrom rugalmassigi modulusz koz6tt fennall egy dsszefiiggés.( A fordité meg-
Jjegyzése)
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NYIRASI DEFORMACIO. Ha egy testet nyirderG hatdsdnak tesznek
ki, (15-26¢ dbra) akkor a

nyirasi AF, nyirasi Az
FESZULTSEG | =~ | DEFORMACIO =—;=tgﬁ (15-39)

A AF, er6 a feliilet legfelsé rétege mentén érintélegesen hat. Ha kizarolag
nyirderd van jelen, akkor a test térfogata nem valtozik, de az alakja megvalto-
zik, azaz a test deformdlodik. Ha példdul a test eredetileg derékszogii hasib

volt, akkor keresztmetszete paralelogramméva (rombussz4, romboidda) valik.
Minden egyes esetben a rugalmassdgi modulusz a fesziiltség és a defor-
mdcid kozotti  ardnyossagi  tényezd; tehat (fesziiltség) = (modulusz)x
(deformacio). Ha a fesziiltség a deformdcidval jé kozelitéssel aranyos, akkor a
modulusz lényegében allandd, és az anyagrol azt mondjuk, hogy engedelmes-
kedik a Hooke-torvénynek. A rugalmassagi moduluszok alabbi kifejezései ak-
kor érvényesek, ha a fizikai méretek viszonylagos megvaltozasa nagyon kicsi

(vagyis mindaddig, amig AL << L, AV << ¥, és a f3 szog nagyon kicsi).

)

_ fesziiltség |\ 4
deformacio AL
.

Young modulusz
(hossziranyu hizas,
vagy 0sszenyomas)

(15-40)

&
_ fesziiltség b AP (15-41)

Térfogati modulusz o = =

(térfogati 6sszenyo- deformécio AV AV

modas) Fr= T
0 0

ahol AP a nyomasvaltozas. (A definicioban 1év6 negativ el6jel K-hoz pozitiv
érteket rendel, mert a nyomds novekedése a térfogat csokkenésével jar egyiitt.)

ey
Nyirdsi modulusz _ feszilltség, \ 4 ) \ 4
(nyiras) deformécio [ Ab J tg B

a

(15-42)

A rugalmasségi allandok jellemz8 értékeit a 15-1 tablazat tartalmazza.

15-1 TABLAZAT A rugalmassagi moduluszok kozelitd értékei

Young Térfogati Nyirasi
Anyag modulusz modulusz modulusz

o el (o

m m* m

(korona) iiveg el S5O el 0r:
aluminium 7= Baloh 7,5 x 10" 2 400l
sargaréz 9 x10" T 5] plo
ontott bronz (o L ) 9,6 x10" 2hr gl e
vOrosréz 1223 1o 13,1 "% 10" 45 x10"
acel 20,6 5513 10" 18,1 x10Y 8,9 x 10"
wolfram 35 x 109 S 14 2 107
viz 024 % 10"
higany 248akrint

Az anizotrop anyagok fizikai tulajdonsagai irdanyfiiggoek. Példaul egy
fadarabban a rostszerkezet kovetkeztében a moduluszok értéke kiilénbdzs
tengelyck mentén kiilonb6z6, Az egykristalyok anizotropok, ha atomi szer-
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kezetiik az egyes kristlytani irdinyok mentén kiilonbdzéek. A legtobb szilard
fém polikristdlyos szerkezetli (azaz véletlenszerfien orientlt mikrokristaly-
okbol épiil fel), ezért az egyedi anizotrop tulajdonsigok kiegyenlitédnek és
az anyag, mint egész, izotrop kozegként viselkedik.

1,12 méter hosszi acél zongorahir keresztmetszete 6 x 10~ cm?
115 N hiizéerd hatasara mekkora a megnyildsa?

MEGOLDAS

Az acél Young modulusza (15-1 tablazat): £ = 20,6 x 10'"° N/m*.A
(15-40) egyenlet szerint

AF
A ) USE AR (L12m)(115N)
L (20,6><10'° —ZJ(6XIO'7m2)
Ly m
Tehat

AL=104%10"m = 1,04 mm

Ha egy kobméter tengerviz a felszinrdl 3 km mélyre siillyed, ahol a
nyomas 300 atm, mekkora lesz a térfogat valtozasa? Tegyiik fel,
hogy a tengerviz kompresszibilitidsa azonos az édesvizével. (Meg-
Jegyzés: egy atmoszféra (atm) nyomds 1,013 x 10° N/m>)

MEGOLDAS

A nyomas atszamitasa

N
1,013><105~7

(300atm) —— % | =304 x107
latm m*
—_—
Atszimitasi
tényezg
A kompressziora a térfogati moduluszt alkalmazzuk: K = - ———.
AV
[VO

A AV térfogatcsokkenést kiemelve és az egyes értékeket behelyet-
tesitve (beleértve a 15-1 tdblazatbol vett B = 0,21 x 10'° N/m? érté-
ket), azt kapjuk, hogy

m2

AV =— =— =-145%10"2 m?

e (0,21x10‘° E;)
m

(1m3)(3,04><107 mIi)

Tehat az egy kdbméter tengerviz 1ij térfogata (1- 0,0145) m®, va-
gyis 0,9855 m’. Megbecsiilték, hogy ezen kismértékii kompresszi-
bilitds ellenére az atlagos tengerszint kb. 30 méterrel magasabb
lenne a mostanindl, ha a viz tokéletesen 6sszenyomhatatlan volna.




368 15 / Rezgések

e e B e e S e e e
Egy 5 cm ¢lhosszasagu kockaalaki gumiszivacs fels6 lapjara viz-
szintesen (egyik élével parhuzamosan) 2N erd hat, mig az alsé lapja

rogzitve van. Mekkora a nyirdsi modulusz, ha az erd hatasara a fel-
sd lap vizszintes iranyban 1 mme-rel tolodik el?

MEGOLDAS

Atg B =pf=0001 m005 m= 0,02 rad kozelitéssel a (15-42)
egyenletet alkalmazva felirhato, hogy:

e

[E

g p

E£§ =-4-><1041
Ap ?

2N

(25x107 mz)(0,02 rad) m

Osszefoglalis

Szamos természeti jelenségre jellemzd, hogy a testek az

egyensulyi helyzetiik felé iranyuld ,visszatérité” er6

hatdsdra rezg6é mozgast végeznek. Nagyon sok esetben,
kiilondsen a kis amplitddoji mozgasokra, alkalmazhato
az F*= —kx Hooke-torvény. A 15-2 tablazat osszefoglalja
a jelensegkort.

Ha surlodas nincs, akkor a rendszer konzervativ,
és az dsszes £ = K + U energia allandé marad, mikoz-
ben a kinetikus €s a potencialis energia egymasba atala-
kulhat. A sebesség az x = + 4 helyen, a mozgas fordu-
Iépontjdn ellenkez8 irdnyura valt. A referencia kor (15-
5 éabra) ¢s az energia diagram (15-7 abra) hasznos se-
gitséget nyljt az egyszerii harmonikus' rezgémozgas
osszefiiggéseinek megjegyzéséhez.

Kis kitérések esetén a fondlinga és a fizikai inga
mozgasa kozelit6leg egyszer harmonikus mozgas, te-
hat a Hooke-torvény szerint miikodé visszatérité forga-
tonyomaték hatasara végbemend rezg6 mozgas.

Fonilinga Fizikai inga
Kitérés 6 =0,cos(@t+®) 0=0,cos(wt+D)
Kor-
5 mgl
frekvencia = \/g @ = |2~
! 1
14 3 1
Rezgésidé e Zfr‘/: L SRy ey
g mgl

* It f a tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyo-
maték, és / a tengelyt6l a tdmegkozéppontig mért
tavolsag.

15-2 TABLAZAT
Egyenesvonali mozgds Forgé mozgas

Hooke- F = —jx M =—x0

torvény

kittres  x = Acos(w t+¢) 0 =0,cos(wt+¢)

kor- k i
frekvencia @ = [— =
m /L

sebesség v =— Awsin(w t+¢) ﬁ:-Amsin(a}t+¢)

dt
gyorsulas a:—Amzcos(mt-Hﬁ) = —Aw2cos(a)t+¢)
vagy vagy
a=—w 2x === 29
kinetikus | 1=
energia *2* my 51 &
potencialis T iy
energia U = —z-loc U= E’Cg
dsszes E=U+K B —=U+K
energia

Csillapitott harmonikus rezgd mozgds megy vég-
be, ha a rezgd rendszerben surlodds 1ép fel. Ha ilyen
rendszerre egyszerli harmonikus rezgés szerint viltozo
gerjesztd erd hat, akkor kényszeritett harmonikus moz-
gas (kényszerrezgés) 1ép fel. Egy kezdeti, exponenciali-
san csokkend tranziens perioédus utdn a rendszer a ger-
jesztd erd frekvencidjaval allandosult, ~ staciondrius
allapotban rezeg, de kitérése a gerjesztd er6é mogott
fazisban elmarad. A rezongnciat kiilondsen nagy amp-
lithdok létrejotte jellemzi, ami akkor 1ép fel, amikor a
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gerjesztd impulzusok frekvencidja a rendszer sajatfrek-
vencidihoz koézel van.

A Hooke-torvényt kévet6 kicsiny deformaciok
esetében homogén és izotrdp anyag rugalmas tulajdon-
sdgai hirom rugalmassdgi modulusszal jellemezhets.
Ezek mindegyike a fesziiltség és az adott deformacio

hanyadosa:
[ﬁm
fesziiltség 4

~ deformécié AL
SEf)

Young
modulusz
(hossziranyn
nyujtas, vagy
Osszenyomas)

Keérdesek

1. A liftbe ingadrat helyeziink. Késni, vagy sietni
fog-e az éra, ha (a) a lift felfelé gyorsul, és ha (b)
lefelé gyorsul?

2. A nagy amplitidéval lengé inga lengésideje kisebb
vagy nagyobb, mint a kis amplitidéval leng54?

3. Idealis (tomeg nélkiili) rugora fiiggesztett test rez-

gésideje T =2m+/m/ k. Ha most figyelembe vesz-
sziik a rugd témegét is, akkor az m értékét a rugod
tomegének egyharmadaval meg kell ndvelniink.
Magyardzzuk meg kvalitative, mi lehet az oka an-
nak, hogy ezt az értéket (nem pedig a rugé teljes
téomeget) vessziik szamitdsba!

Feladatok

15.2 Egyszerii harmonikus rezgé mozgis
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AF

Tergolgatl fesziiltség [TJ AP
modulusz = FOL RS =
(térfogati 6sz- deformicio (g A¥
szenyomas) Ko Yo

AF, AF,
gﬁgzlstllsz G= fespiitsee —( 4 ]—( £ J
(nyhs) deformécid [ Ab J tg

a

Minden anyagnak van rugalmassdgi hatdra, amelyen
til maradandé alakvaltozas Iép fel, és van szakitdszi-
ldrdsdga, amelynél az anyag elszakad vagy eltérik.

4. Az érc- vagy olajtelepek geologiai felkutatisanak
cgyfajta technikai modszeréhez olyan ingét alkal-
maznak, aminek lengésideje nagy pontossaggal
meérheté. Hogyan miikddik ez a modszer?

5. Zsindron fliggd vizzel telt gémbot ingaként len-
gesbe hozunk. A gémb aljin kis lyuk van, a viz
czen keresztiil lassan kicsurog. Magyarizzuk meg,
miért novekszik eleinte az inga lengésideje, és mi-
ért csékken ezutdn,

6. Egyszer(i harmonikus rezgé mozgasok milyen
kombindcitja képes egy ,,végtelen jelet” (=o) kiraj-
zolni?

15.3 A harmonikus rezgd mozgas és az egyenletes kérmozgas kapcsolata

15A-1 20 g tomegl részecske egyszerii harmonikus
rezg6 mozgdst végez 3 rezgés/masodperc frekvencidval
és 5 cm amplitidoval. (a) Mekkora teljes tivolsagot fut
be a részecske egy teljes periodus folyaman? (b) Mek-
kora a legnagyobb sebessége? Hol Iép ez fel? (c) Hati-
rozzuk meg a részecske legnagyobb gyorsuldsat. Hol
lép fel a mozgés sorn a legnagyobb gyorsulds?

15A-2 Fels§ végével allvanyhoz rogzitett fliggdleges
rugd also végén 2 kg tomeg(i test fligg. Ahhoz, hogy a
testet egyensulyi helyzete alatt 4 cm-re nyugalmi hely-
zetben lehessen megtartani, 2 N lefelé iranyul6 tobblet
er sziikseges. Amid6n ez az erShatds hirtelen meg-
sziinik, a test fliggbleges irdnyl egyszerli harmonikus
rezgd mozgast végez a) Hatdrozzuk meg a mozgis dsz-
15B-3 Egy 1200 kg-os gépkocsi iiresen 0,60 s periodus-
idével rugézik. Mennyivel siillyednek le a kerekeket
tartd rugok, ha hat, egyenként 80 kg-os személy iil be a
kocsiba?

15B-4 Egy test az x = 0,04 cos(2/) fiiggvény szerint
(minden mennyiség SI egységben) egyszer(i harmoni-
kus rezgé mozgist végez. Hatdrozzuk meg a) a maxi-
malis gyorsulast, b) a mozgis periodusidejét ¢és c) a ki-
térést 0,5 s-mal azutdn, hogy a test negativ iranyban
athalad a kdzépponton.

(em)

10 4
Sl o
t
3 (s)

15-27 abra
A 15A-2 feladathoz.

15B-5 f frekvencidval és 4 amplitadéval egyszerii har-
monikus rezgémozgast végzd vizszintes feliiletre pénz-
érmét tesziink., Hatdrozzuk meg f és g fiiggvényében a
feliilet €s az érme kozétt azt a legkisebb g nyugalmi
surlodasi egyiitthatot, amely mellett az érme nem csii-
szik meg a feliileten.
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15B-6 Egy test egyszeri harmonikus rezgd mozgast
végez az alabbi egyenlet szerint: x = 2 cos(10¢ + n/4),
ahol minden adat SI egységben van. Hatdrozzuk meg a)
az amplitidot, b) a frekvenciat €s c) a mozgas T perio-
dusidejét! Hatarozzuk meg az id6 fiiggvényében d) a
sebességet és e) a gyorsulast SI egységekben. f) Mek-
kora a test kitérése a ¢t = 0,2 s id6pontban? Hatirozzuk
meg azt az id6tartamot, ami alatt a test az x = 0 kitérés-
rél az x = 1,5 m kitérésre jut.

15B-7 Egy 100 g tomegi hasdbot egy 200 g tomegi
hasdb tetejére helyeziink a 15-28 abra szerint. A hasa-
bok kozott a tapadasi sarlodasi egyiitthaté 0,20. Az alsé
hasibot most 6 cm-es amplitidoval harmonikus rezgo
mozgassal elére — hatra mozgatjuk. a) Allandénak tar-
tott amplitidé esetében mekkora az a legnagyobb frek-
vencia, amelynél a fels8 hasab az alsohoz viszonyitva
még nem csuszik meg? b) Mekkora a testekre hato leg-
nagyobb vizszintes irdnyQ erd az a) szerinti mozgés
soran?

15-28 abra
A 15B-7 és a 15B-8 feladatokhoz.

15B-8 Tegyiik fel, hogy az elébbi feladatban az alsé
(200 g témeg(i) hasab nem vizszintesen, hanem fiiggd-
legesen végzi az egyszerli harmonikus rezgd mozgast!
A frekvenciat allandé 2 rezgés/s értéken tartva, az amp-
litadét fokozatosan noveljiik. a) Hatarozzuk meg azt az
amplitadot, amelynél a felsd (100 g tdmegli) hasab mar
nem marad érintkezésben az als6 hasabbal. b) Hataroz-
zuk meg a hasabok egyiittesére hato maximalis htizéerot
az (a) részfeladat feltétele mellett!

15. 4 A harmonikus rezgdmozgas energiaviszonyai

15A-9 Egy 8 kg-os test rugdn fiigg és 12 cm-es ampliti-
doval és 2 rezgés/s frekvencidval fliggdleges iranyl egy-
szer(i harmonikus rezgé mozgast végez. Hatarozzuk meg
a) a rezgés periodusidejét, b) a rugd rugdallandojat, c) a
test maximalis sebességét, d) a test maximalis gyorsula-
sat, €) a rezg6 rendszer Gsszes energidjat, f) a sebességet,
amikor a test a maximalis kitérés felénél van ¢s g) a gyor-
suldst, amikor a test a maximalis kitérés felénél van.
15A-10 Egy 48 N/m rugo6alland6ji rugéra 3 kg témegi
testet fiiggesztiink. A testet nyugalmi helyzetétl 10 cm-
rel lejjebb huzzuk és a ¢ = 0 idGpontban elengedjiik.
frjuk fel (SI egységekben) a kitérést mint az idé fiigg-
vényét.

15A-11 100 g tomegl test fugg egy fiiggdleges helyzetii
(a Hooke-térvényt kovet§) rugo végén. Ha 40 g-ot he-

lyeziink r4, a rugd tovabbi 5 cm-rel nytlik meg. Most a
rugbt ezzel a tobblettomeggel 10 cm amplitidoju flig-
gbleges rezgésbe hozzuk. a) Hatdrozzuk meg a mozgas
frekvenciajat! b) Mennyi id6 alatt jut el a test a k6zépsd
helyzetbdl a maximalis kitérésig? c) Szamitsuk ki a test-
re hato erék eredjét a fels6 legnagyobb kitérésnél.
15A-12 Fels6 végével allvinyhoz rogzitett fiiggbleges
rugd also végén 2 kg tomegl test fiigg. Ahhoz, hogy a
testet egyensulyi helyzete alatt 4 cm-re nyugalmi hely-
zetben lehessen tartani, 2 N lefelé irdanyuld tébblet eré
szitkséges. Amid6n ez az eréhatas hirtelen megsziinik a
test fligg6leges iranya egyszeri harmonikus rezgé moz-
gast végez. a) Hatdrozzuk meg a mozgds 6sszes energi-
ajat és b) a rezgés frekvenciajat.

15B-13 Egy 2 kg-os test 240 N/m rugodllandojiu rugén
fligg. Most ratesziink még egy 1 kg tomegl testet, ¢s az
egyiittest a 2 kg-os test nyugalmi helyzetébdl kezddse-
besség nélkiil elengedjiik. a) Mekkora az a legnagyobb
tivolsag, amelyre ebbdl a pontbél a testek az elengedés
utan siillyednek? b) Mennyi a rezgés frekvenciaja?
15B-14 A 15-29a abra szerint a rugora erdsitett 2 kg
tomegii test a 15-29b abran vézolt modon egyszer(
harmonikus rezgé mozgast végez. Hatdrozzuk meg a) a
rezgés frekvencidjat, b) a rugodllandot és c) a rezgés
osszes energidjat. d) irjuk fel (SI egységekben) numeri-
kus egyenlet alakjdban az x helyzetvaltozasat a ¢ id6
fliggvényében!

15B-15 Egy konnyt, 35 N/m rugoéallandéjii rugora erd-
sitett 50 g tomegi test 4 cm-es amplitidéval vizszintes
feliileten rezeg. A sarlodas elhanyagolhat6. Hatdrozzuk
meg a) a rezgd rendszer Gsszes energidjat €s b) a test
sebességét 1 em-es kitérésnél. Hatirozzuk meg a 3 cm-
es kitéréshez tartozo c) kinetikus energiat és d) potenci-
alis energiat.

S
l—f60'6666666{?661-| 2 kg

(a)

| 1 Lt -}
0,2 0,4 0,6 08 1,00
(s)

{(b)

15-29 4bra
A 15A-14 feladathoz.

15B-16 Rugora erdsitett test vizszintes surléddsmentes
feliileten fekszik és 4 amplitidoja egyszerii harmonikus
rezgé mozgast végez. a) Osszes energidjanak hényad-
részét teszi ki a kinetikus energia akkor, amikor a kité-



“

rés A/2 7 b) Mekkora a kitérés akkor, amikor a kinetikus
energia az dsszes energia felével egyenl§?

15B-17 Egy 0,20 kg témegii test az y = 4 coswt egyen-
letnek megfelel6 egyszer(i harmonikus rezgl mozgast
végez, ahol 4 = 10 cm és @ = 4 rad/s. Hatirozzuk meg a
kitérést a) a = 0 s id6pontban és b)yat=1 s id6pont-
ban! c¢) Hatdrozzuk meg azt a legrévidebb idGtartamot,
amely alatt a test a nyugalmi helyzetbél a fél amplita-
doval egyenld kitérést ér el. d) Hatdrozzuk meg a test
legnagyobb kinetikus energidjat! e) Hatdrozzuk meg a
rezgd rendszer 6sszes energiajat.

15B-18 Egy Hooke-térvényt kovetd rugd végén 1évd
200 g-os test az x = 0,05 cos(4t + 30°) fliggvény sze-
rint (az értékek Sl-ben) egyszeri harmonikus rezgd
mozgist végez. a) Vizoljuk fel a mozgis grafikonjat!
(Jeldljiik be numerikusan a ¢ = 0 idéponthoz tartozo
kitérést!) b) Hatdrozzuk meg a test £ = 0 idéponthoz
tartozo sebességét. ¢) Hatdrozzuk meg a test ¢ = 0 idé-
ponthoz tartozd gyorsuldsiat. d) Hatdrozzuk meg a
mozgds periodusidejét. ¢) Hatdrozzuk meg a rugdal-
landét. f) Hatarozzuk meg azt a legrovidebb id6tarta-
mot, amely alatt a maximalis kitérés helyérél indulva
annak fele tavolsigahoz jut a test. g) Hatdrozzuk meg
a mozgas 0sszes energiajat.

15.5 A fonilinga

15A-19 Hatérozzuk meg a 2,3 m hosszi fondlinga a)
frekvencidjat és b) lengésidejét a Hold felszinén, ahol a
gravitaciotol szarmazo gyorsulds 1,67 m/s2

15A-20 Egy vildgitotorony ldtogatbja meg akarja mérni
a torony magassagat. Van nala egy orsd cérna, erre kis
kavicsot kot, és a torony spirdl-lépcs6hdzanak kézepén
— mint fonalingdt — lelogatja. A lengésids 9,4 s. Milyen
magas a torony?

15B-21 Mutassuk meg, hogy ha a gravitaciés gyorsulés
Ag -értékkel megvaltozik, akkor a fonalinga lengéside-
jének AT viltozdsa —TAg/2g! (Utmutatas: az E fiiggelék
hasznos kozelitéseket tartalmaz!)

15B-22 Allitjak, hogy az ingaéra kissé¢ mas sebességgel
jar, ha a Hold a fejiink felett van, mint amikor atellene-
sen a Fold taloldalén tallhaté. Fejtsiik ki, melyik hely-
zetben jar az 6ra gyorsabban, és miért!

15.6 A torzios inga
15.7 A fizikai inga

15A-23 Egy 5 kg tomeg(i, 4 cm atmérjii homogén t6-
mor henger torzi6s ingaként acélhuzalon fiigg, ahogyan
a 15-30 dbra mutatja, és igy szimmetriatengelye koriil
torzios rezgést végez. A huzal torziés rugéallandoja
4x10" N-m/rad. Hatirozzuk meg a torziés rezgés
periodusidejét!

15B-24 Egy 7 kg tomeg(i, 6 cm sugard homogén tSmér
tarcsit egy olyan huzalra fiiggesztették fel, ami a to-
megkézépponton van atflizve. A tircsa sikja vizszintes.
Torzi6s ingaként torzids rezgést végez 12 s periodus-
idgvel. a) Hatdrozzuk meg a huzal torziés rug6allando-
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15-30 abra
A 15B-23 feladathoz.

Jjat. b) Tegyiik fel, hogy a tircsat ismeretlen [ tehetetlen-
segi nyomatékil testtel helyettesitjiik. Mekkora / érteke,
ha a periodusidd 17 s?

15B-25 Egy homogén méterrudat a 70 cm-es Jjelvonal-
ndl agy fiiggesztenek fel, hogy kis amplittidoju rezgé-
seket végez egy vizszintes tengely koriil, amely merdle-
ges a méterrud hossztengelyére. Mennyi a rezgésidé?
15B-26 Vékony, 20 cm sugar( karikét vizszintesen allé
késclre helyeziink (15-31 dbra) ugy, hogy fizikai inga-
ként a karika sikjaban leng. a) Hatarozzuk meg kis
amplitidoji lengéseinek periodusidejét. b) Mekkora
annak a fonalingdnak a hossza, amelynek azonos a len-
gésideje?

15.8 Rezonancia

15B-27 Egy 4 kg tomegii testet 100 N/m rugoallandoju
rugora fiiggesztiink. Hidraulikus csillapitast alkalma-
zunk, a csillapitdsi egyiitthaté 5 N-s/m. A rendszernek
kezdeti kitérést adunk és nyugalmi helyzetébsl elen-
gedjiik. Mekkora a keletkezd rezgés frekvencija?

S e
Rezgés

15-31 abra
A 15B-26 feladathoz.

15B-28 Egy 2 kg tomegii testet 200 N/m rugééllandéji
rugéra fliggesztiink. Sirlodds miatt a test csillapitott
harmonikus mozgést végez. A testet nyugalmi helyzeté-
b6l 0,20 m-rel kitéritjiik, és kezdetisebesség nélkiil el-
engedjiikk. 6 masodperc millva amplitidéja 0,16 m-re
csokken. a) Hatdrozzuk meg a strlédasi er6tsl szarmazo
csillapitdsi egyiitthatét. b) Hatdrozzuk meg a rendszer
rezonanciafrekvencidjat.




*

rés A/2 7 b) Mekkora a kitérés akkor, amikor a kinetikus
energia az 6sszes energia felével egyenls?

15B-17 Egy 0,20 kg tomeg(i test az y = 4 coswt egyen-
letnek megfelel egyszer(i harmonikus rezg6 mozgdst
végez, ahol 4 = 10 em és w = 4 rad/s. Hatirozzuk meg a
kitérést a) a ¢ = 0 s id6pontban és b)at=1 s idépont-
ban! ¢) Hatirozzuk meg azt a legrévidebb idétartamot,
amely alatt a test a nyugalmi helyzetbdl a fél ampliti-
doval egyenld kitérést ér el. d) Hatdrozzuk meg a test
legnagyobb kinetikus energi4jat! ¢) Hatdrozzuk meg a
rezgd rendszer Gsszes energidjat.

15B-18 Egy Hooke-térvényt kovetd rugd végén lévo
200 g-os test az x = 0,05 cos(4¢ + 30°) fliggvény sze-
rint (az értékek SI-ben) egyszeri harmonikus rezgd
mozgist végez. a) Vazoljuk fel a mozgis grafikonjat!
(Jeldljik be numerikusan a ¢ = 0 idSponthoz tartozoé
kitérést!) b) Hatarozzuk meg a test ¢ = 0 idéponthoz
tartozo sebességét. ¢) Hatdrozzuk meg a test ¢ = 0 idé-
ponthoz tartozé gyorsuldsat. d) Hatirozzuk meg a
mozgas periodusidejét. e) Hatirozzuk meg a rugoal-
landét. f) Hatarozzuk meg azt a legrévidebb idétarta-
mot, amely alatt a maximalis kitérés helyérdl indulva
annak fele tavolsdgihoz jut a test. g) Hatdrozzuk meg
a mozgas dsszes energiajat.

15.5 A fonalinga

15A-19 Hatirozzuk meg a 2,3 m hosszi fonalinga a)
frekvencidjat és b) lengésidejét a Hold felszinén, ahol a
gravitaciotol szarmazé gyorsulds 1,67 m/s2,

15A-20 Egy vilagitétorony litogatéja meg akarja mérni
a torony magassagat. Van néla egy orsé cérna, erre kis
kavicsot két, és a torony spiral-lépcsShdzanak kdzepén
— mint fondlingat — lelégatja. A lengésids 9,4 s. Milyen
magas a torony?

15B-21 Mutassuk meg, hogy ha a gravitacios gyorsulas
Ag -értékkel megvaltozik, akkor a fondlinga lengéside-
jének AT véltozasa —TAg/2g! (Utmutatés: az E fiiggelék
hasznos kozelitéseket tartalmaz!)

15B-22 Allitjzik, hogy az ingaora kissé mas sebességgel
jar, ha a Hold a fejiink felett van, mint amikor atellene-
sen a Fold tiloldalan taldlhaté. Fejtsiik ki, melyik hely-
zetben jar az dra gyorsabban, és miért!

15.6 A torzids inga
15.7 A fizikai inga

15A-23 Egy 5 kg tomegii, 4 cm dtmérsji homogén t6-
mor henger torziés ingaként acélhuzalon fiigg, ahogyan
a 15-30 abra mutatja, és igy szimmetriatengelye koriil
torziés rezgést végez. A huzal torziés rugéallandoja
4x10* N-m/rad. Hatdrozzuk meg a torziés rezgés
periodusidejét!

15B-24 Egy 7 kg tomegii, 6 cm sugar( homogén témér
tarcsat egy olyan huzalra fliggesztették fel, ami a to-
megkdzépponton van atflizve. A tarcsa sikja vizszintes.
Torziés ingaként torzibs rezgést végez 12 s periddus-
idgvel. a) Hatdrozzuk meg a huzal torziés rugoallandé-
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15-30 abra
A 15B-23 feladathoz.

Jat. b) Tegyiik fel, hogy a tarcsat ismeretlen / tehetetlen-
ségi nyomaték testtel helyettesitjiik. Mekkora / értéke,
ha a periédusid6 17 s?

15B-25 Egy homogén méterrudat a 70 cm-es jelvonal-
ndl ugy fiiggesztenek fel, hogy kis amplittidoju rezgé-
seket végez egy vizszintes tengely koriil, amely merdle-
ges a méterrad hossztengelyére. Mennyi a rezgésid6?
15B-26 Vékony, 20 cm sugara karikat vizszintesen 4116
kesélre helyeziink (15-31 4bra) agy, hogy fizikai inga-
ként a karika sikjaban leng. a) Hatdrozzuk meg kis
amplitidoju lengéseinek periodusidejét. b) Mekkora
annak a fonalinganak a hossza, amelynek azonos a len-
geésideje?

15.8 Rezonancia

15B-27 Egy 4 kg tomeg( testet 100 N/m rugodallandoji
rugora fliggesztiink. Hidraulikus csillapitdst alkalma-
zunk, a csillapitdsi egyiitthaté 5 N-s/m. A rendszernek
kezdeti kitérést adunk és nyugalmi helyzetébél elen-
gedjiik. Mekkora a keletkez§ rezgés frekvenciaja?

\-‘___/
Rezgés

15-31 abra
A 15B-26 feladathoz.

15B-28 Egy 2 kg tomegii testet 200 N/m rugéallandoju
rugora fiiggesztiink. Surlodds miatt a test csillapitott
harmonikus mozgist végez. A testet nyugalmi helyzeté-
b8l 0,20 m-rel kitéritjiik, és kezdetisebesség nélkiil el-
engedjiikk. 6 mésodperc milva amplitidéja 0,16 m-re
csokken. a) Hatarozzuk mieg a strlodasi erétél szarmazo
csillapitdsi egyiitthatot. b) Hatdrozzuk meg a rendszer
rezonanciafrekvenciajat.
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15B-29 Egy 30 g tomegf(i testet 15 N/m rugéélland6ijt
rugora flggesztiink. a) Hatdrozzuk meg (négy jegy
pontossiggal) a test sajatfrekvencidjit! b) A testet most
olyan folyadékba meritjiik, amely a rezgé rendszer sza-
mdra 70 gf/s csillapitdsi tényez6t jelent. Szamitsuk ki
(négy jegy pontossiggal) a csillapitott rezgés frekvenci-
ajat! ¢) Mennyi id6 alatt csokken a rezgés amplitidéja
az eredeti érték egy otddére?

15.9 Az anyag rugalmas tulajdonsigai

15A-30 Egy hegymaszo biztonsagi célbol 50 m hossza,
10 mm &tmérdji nylon kotelet hasznél. Ha a kétél egyik
vege a 90 kg-os hegymaszot tartja, akkor 1,6 métert
nyulik. Hatdrozzuk meg a kotél anyaginak Young-
moduluszat!

15A-31 400 km-rel a Fold felszine alatt ‘a nyomés
1,36 x 10" Pa. Ha ebb6l a mélységbél 1 cm® rezet hoz-
nank fel, mennyi lenne a térfogata a Féld felszinén?
15A-32 a) Hatdrozzuk meg annak a 18 m hosszi acél-
huzalnak a legkisebb atmérdjét, amelyik az alsé végén
fiiggd 380 kg-os teher hatdsdra nem nyudlik 9 mm-nél
tobbet! b) Fellép-e maradando6 alakvaltozas, ha az anyag
rugalmassdgi hatdra 3 x 10° N/m*?

15A-33 Egy 7 cm élhosszisagn zselatin kocka egy ta-
nyéron fekszik. A fels& lapra gyakorolt 0,2 N vizszintes
irdnyll er6 hatdsdra a kocka teteje 3 mm-t eltolodik.
Szamitsuk ki a zselatin nyirdsi moduluszat!

15A-34 Egy 8 cm ¢lhosszusagl zselatin kockdra egy
gyermek nyir6 fesziiltséget fejt ki oly modon, hogy
alaplapjat rogzitve tartja, mig fels§ lapjdra vizszintes
iranyu 1,3 erét gyakorol. Mennyi a zselatin nyirasi
modulusza, ha a felsd lap a fesziiltségmentes allapotbdl
1 cm-rel mozdul el?

15B-35 Ha egy huzalt hizunk, akkor annak x megnyu-
lasa ardnyos az F huzoéerével. Igy az anyag a Hooke-
torvényt koveti: —F = kx. Fejezziik ki a k rugdallandot
az E Young-modulusz, az L, hosszisig és az 4 ke-
resztmetszet fiiggvényében.

15B-36 Két fémlemezt négy, egyenként 7 mm atmérsjd
acélszegeccsel erdsitettek Gssze. Szamitsuk ki azt a ma-
ximélis erét, amellyel a lemezeket érintd irdnyban meg-
hizhatjuk, ha a szegecsekben ébred8 nyirdfesziiltség
nem lépheti til a 8 x 107 N/m? értéket! Tételezziik fel,
hogy a fesziiltség egyenletesen oszlik el a szegecseken.

Tovabbi feladatok

15C-37 Egy meg nem feszitett [ hosszisagh, & rugodl-
land6ju homogeén rugét ugy vagunk két részre, hogy az
egyik darab kétszer akkora, mint a masik. a) Fejezziik ki
mindegyik rugé darab k rugoéallandojat. b) Ha mindkét
darab egyik végére azonos tomegii testet akasztanink,
mi lenne a frekvencidk aranya?

15C-38 Keét rugé mindegyike feszitetlen allapotban 20
cm hosszi, de rugéallandoik kiilonbdzéek: &, = 40 N/m,
és k, = 80 N/m. A rugdkat vizszintes surléddsmentes
felilleten nyugvo m = 0,60 kg tomeg( kicsiny testhez

R e e L e S e e e e T |

rogzitik. A rugokat ellentétes irdnyban megfeszitik és
egymdstol 60 em tavolsagban 1év8 kampokhoz erSsitik
(15-32 4bra). Feltéve, hogy a test mérete elhanyagolha-
16, a) a baloldali kampo6tél milyen tivol lesz a test
egyensulyi helyzete? b) Mekkora a test egyszer(i har-
monikus rezgé mozgasanak a frekvencidja a rugék ira-
nyaban?

|
R s s e 110} (0434

ik

k1 ka
L g A S

|
gl
£ |
f

15-32 abra
A 15C-38 feladathoz.

15C-39 Egy k rugdéllandoju rugo végére akasztott m
tomegii test a rugot (nyugalmi allapotban) ! hosszisagu-
ra ny(jtja. A testet most mozgisba hozzuk ugy, hogy
fel-le rezeg és ingaként ide-oda leng. A test a 15-33b
abra szerint fliggbleges sikban mozogva ,.nyolcasokat”
ir le. Fejezziik ki a k rugéallandoét m, / és g fiiggvényé-
ben.

15C-40 Az L hosszlsagl, vékony homogén rudat oly
maddon rogzitik, hogy a graviticid hatdsara fiigg6leges
sikban leng. A felfiiggesztési pont a rad tomegkdzép-
pontjatol szimitva, kiilonboz6 » tdvolsdgra allithato be.
a) Fejezziik ki e fizikai inga T lengésidejét L, » és g
fiiggvényében! b) A kapott kifejezést differencidlva és
zérussal egyenldvé téve mutassuk meg, hogy a legki-

sebb T . lengésid6 az r=L/ (2\@) tavolsaghoz tarto-
zik.

i

gL é/
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gl st .
(a) (b)
15-33 abra

A 15C-39 feladathoz.

15C-41 a) Igazoljuk, hogy az egyszerii harmonikus rez-
g6 mozgas kinetikus energidjanak idé szerinti dtlaga
egyenlé a potencidlis energia id6 szerinti atlagaval!
(Javaslat: atlagoljunk a mozgas egy periodusara!) b)
Mutassuk meg, hogy ha a mozgas egy ciklusdnak teljes
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hosszéra atlagolunk, akkor az atlagok a kovetkezGek:
Ky = (1/3)kA? és U, = (1/6)kA?, (lasd a 15-7 4brat a
351. oldalon). c) Adjuk meg a fizikai okdt, miért kiilon-
boznek egymastol az a) és a b) vilaszok!

15C-42 Egy ingaéra tokéletesen pontos azon a helyen,
ahol a nehézségi gyorsulds éppen 9,80 m/s’. Ha az o6rat
magasabb helyre vissziik, naponta § masodpercet késik.
Szamitsuk ki g értékét az 0j helyen! (Utmutatis: az E
fliggelékben hasznos kozelités talalhato.)

15C-43 Mutassuk meg, hogy a fizikai inga lengésidejé-
re vonatkozo Osszefliggés specidlis esetként tartalmazza
a fonalinga lengésidejét!

15-34 abra
A 15C-44 feladathoz.

15C-44 A 15-34 abra nagyapaink ordjanak ingajat mu-
tatja be. Ez egy L hossziisagi 1 kg tomegii karcst rad és
a raerdsitett 2 kg-os, 10 cm sugard homogén tomor ko-
rong. Hatarozzuk meg L értékét annak alapjan, hogy kis
amplitidoji rezgések esetén az ingadra minden masod-
percben kattan egyet, azaz lengésideje 2 s.

15C-45 Egy R sugari, homogén, tomor tarcsat a sikjara
merdleges vizszintes tengelyre rogzitink ugy, hogy
fizikai ingaként lengéseket végezzen. A tengely allitha-
to, igy a tarcsit a tomegkozépponttol killonbozs r tavol-
sagokban dofheti 4t (ldsd a 15-35 abrat). Csupdn kis ki-
térésii rezgésekre szoritkozunk. a) Jeloljiikk az » = R ér-
tékhez tartozé lengésiddt T-lal, az r tengelytivolsig
mas értékéhez tartozd lengésidSt T-vel. Abrazoljuk a
T/T, -ardnyt #/R fuggvényében R/4 -nél nagyobb ten-
gelytavolsagokra! Differencialas segitségével mutassuk

meg, hogy akkor legrovidebb lengésids, ha =R / /2 !

15-35 abra
A 15C-45 feladathoz.

15C-46 Egy csillapitatlan rezg6 rendszerben mozg6 test
tomege 0,5 g. A rendszert véltoztathato frekvenciajn
gerjesztd erd hajtja, amplitidéja minden frekvencién F,.
A test 400 Hz-en 9 mm, 405 Hz-en 5 mm amplitadoval
rezeg. a) Hatdrozzuk meg az oszcillitor @, sajatfrek-
vencidjat és b) a rezgés amplitadojat a 395 Hz gerjeszts
frekvencian! c) Allapitsuk meg a gerjeszt6 erd nagysagit.
15C-47 Egy csillapitott oszcillitort a gerjeszt er§ az
alabbi id8fliggéssel leirhato (allandosult) rezgésre kény-
szerit: x = A4 sinwt. Mekkora a munkavégzés a fékezd
er6 ellenében a mozgds egy teljes ciklusa sordn, ha a
fékez6 eré —bv ? (Utmutatds: milyen kapcsolatban van
az erd €s a sebesség a munkdval?)

15C-48 Egy csillapitott rezgd rendszer rugéallandoja
6000 N/m, a rezg6 test tomege 40 kg. A surlodasi erétsl
szarmazo csillapitdsi tényez6 200 N-s/m. A testre szinu-
szos F = (20 N) sinwt gerjesztd erd hat, és a gerjesztd
erd frekvenciaja a rendszer rezonanciacsticsin athaladva
valtozik. a) Hatdrozzuk meg a legnagyobb amplitadéji
mozgas frekvencidjat. b) Hatdrozzuk meg az a) kérdés-
hez tartoz6 amplitadot.

15C-49 Egy 160 N/m rugéallandéji rugon 0,40 kg to-
meg( test fiigg. A test mozgasat /= —bv ellendllasi erd
akadélyozza, ahol b = 4 N-s/m. A testre (20 N) sin(25¢)
gerjesztd erd hat, és a tranziens allapot lecsengése utan
allandosult rezgés all be. a) Hatdrozzuk meg a rezgés
amplitidojit! b) Hany fokkal marad el a rezgés fizisa a
szinuszos gerjesztd eré mogott?

15C-50 Egy hengeres oszlopnak az atmérdje mindeniitt
40 cm, ¢és a 15-36 4bran lathatoan két kiilonboz6 anyagbol
késziilt. Hatdrozzuk meg azt az F terhel8 er6t, amelynek
hatasdra az oszlop teljes deformacidja —0,05 mm!

Bironz

1'? m Acél
15-36 abra

A 15C-50 feladathoz.

15C-51 Egy L hosszlisagi 4 keresztmetszeti huzalt
AL hosszisaggal megnyijtunk. a) Mutassuk meg,
hogy a huzal megnyljtisakor végzett munka:
W= [EA(AL)*)/2L. (b) Szamitsuk ki a megnyiujtott huzal
térfogategységében tarolt energiat. (A AL megnyildst a
térfogat meghatarozasakor hanyagoljuk el)




Az 1-23 fejezetek paratlan szimozasi feladatainak megoldasai A—21

XIV. Fejezet

14A-1
14A-3
14B-5
14B-7
14B-9
14B-11
14A-13
14A-15
14B-17

14B-19
14B-21

14C-23
14C-25
14C-27
14C-29
14C-31
14C-33
14C-35

14C-37
14C-39
14C-41

2,2 m/s? felfelé

5 m/s?

g/2

11,7 m/s?

a)20,6° b) 18N

5,5N

8,54 fordulat per perc
50,4

délre 60° a vizszintes alatt

Jeg/R

a) a sugdriranyban befelé mutaté stirlodasi
erd £ =4,00x 10> N

b) a surlodisi erd és az £, = 4,00 x 10> N
centrifugalis er6

¢) A korong rendszerében az a)-ban és b)-ben
adott er6 plusz az f_ = 8,00 x 10~ N Coriolis
erd, a bogér haladsi irdnytol jobbra, vala-
mint egy ugyanakkora tangencidlis, balfelé
mutatd sirlédasi eré komponens

£=8,00x 10N

d) inerciarendszerben: csak a két surlodési
er6 Gsszetevd hat: £, = 4,00 x 107 N sugar

iranyban befelé és £ = 8,00 x 10 N

érintdiranyban a bogartél balra.
5 N/m

a)3,17 m

8tg 20

Fi(M + 2m/7)

A vdlasz adott.

7,5 N balra

a) 20 N sugér irdnyban kifelé
b) 80 N sugdr iranyban kifelé
¢) 180 N sugar irdnyban befelé
a)nulla b)ma’R befelé

A vélasz adott.

a) 4mawv b) nyugat felé

XV. Fejezet

15A-1

15B-3
15B-5
15B-7

15A-9

15A-11
15B-13

a) 0,020 m b) 0,942 m/s a kozéppontban
¢) 17,8 m/s*a széls6 helyzetekben

0,0356 m

4mfAlg

2)0,910s" b) 0,588 N

N
a) 0,50s b) 128 — ¢) 1,5 m/s
m

d) 189 m/s* e)9J 1) 0,75 m/s

2) 9,45 m/s?

a) 1,19 Hz b)0,210s c) 0,784 N lefelé
a)8,17cm b) 1,425

15B-15

15B-17

15A-19
15B-21
15A-23
15B-25
15B-27
15B-29
15A-31
15A-33
15B-35
15C-37
15C-39
15C-41
15C-43
15C-45
15C-47
15C-49
15C-51

a) 0,0280T b) 1,03 m/s c) 0,0158 ]
d) 0,0123 J

a) 0,10 m b)-0,0654 m c) 0,262 s
d) 0,01607 ¢)0,0160 J

a)0,136 Hz b)737s

A vilasz adott.

19,9 s

1,58 s

0,790 Hz

a) 3,559 Hz b) 3,554 Hz: 1,385
1,104 cm?®

952 N/m?

AY/L,

a) 3k, 1,5k b) v/2:1

4mg/l

A vidlasz adott.

A vilasz adott.
A vilasz adott.

mhA @
a) 0,149 m b) 132°
b) (/2)(AL/L)?

XVLI. Fejezet

16A-1
16A-3
16A-5
16A-7
16A-9
16B-11
16B-13

16B-15

16B-17
16B-19
16B-21
16A-23
16B-25

16B-27

16A-29
16A-31
16B-33
16B-35
16B-37
16B-39

16C-41
16C-43

16C-45
16C-47

16C-49

) 3,32 x 107° N b) 5,92 x 10° N
2/9
350N
30,3 km/s
2,41
41’ /Gm, 3,00 x 107 s/m?
a) 84,4 perc b) 7,90 km/s
188 e, s
T Gn“R'p
8,74 x 10" m
1,62 x 107" kg
1.91Gm/F az 4tméré mentén ellentétes sarok felé
A vilasz adott.
a) 1,32 x 10'? m/s? b) 9,21 x 10¥ N
€) 7,70 x 1071 J

VMR 2 2)
2380 m/s

4R3

3Gmi

J2Rg(1+ R/ 1)

A vilasz adott.
A valasz adott,

V1257 /3Gp
b) 27y D* /3GM

b) 6,54 x 107
Gm*/31?

R IGM
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