A MEREV TEST
FORGO MOZGASANAK
KINEMATIKAJA

A dolgok” — igy sz6lt — ,,szdmomra egyformak lesznek ordkre:
Tobbnyire fol-le mozognak, vagy forognak korbe-korbe. ”
P. R. Chalmers
(Ringlispilek és hintdk)

11.1 Bevezetés

A tovabbiakban olyan merev testek forgd mozgasaval foglalkozunk, amelyek
a tdmegkdzéppontjukon 4tmend szimmetriatengely koriil forognak. EgyelSre
csak azokat az eseteket vessziik tekintetbe, amelyeknél a tengely irdnya a
térben rogzitett. Példaként szolgalhat az alaplapjara esavarozott elektromotor
rotorjanak forgésa, vagy az egyenes Uton haladé gépkocsi kerekének forgd
mozgasa. A forgastengely egy helyben maradhat, vagy halado (transzlacios)
mozgast végezhet, de a tengely mindig megtartja dllando irdnyat a térben. Az
clemzés konnyen érthetévé valik, ha a mozgast a test kozéppontjanak halado
mozgésa, valamint a test tdmegkdzéppont koriili forgd mozgésa ereddjének
tekintjiik. Ugyantgy, ahogyan egyenesvonali mozgdsoknal tettilk, most is
azzal kezdjiik, hogy megfogalmazzuk a forgdé mozgast leiré kinematikai
egyenleteket. Majd a kovetkezd fejezetben Newton torvényeit alkalmazzuk,
hogy megértsiik, miért tesznek szert a testek forgdsi gyorsuldsra.

11.2 A forgas kinematikai leirasa

Tekintsiink egy tomor, homogén tircsat, amely a kdzéppontjan atmend rog-
zitett * tengely koriil szabadon foroghat. (11-1 abra.) A tarcsa mozgasat gy
figyelhetjilk meg, ha a tarcsdra sugdriranyl egyenest rajzolunk és ennek a
sugdrnak a pozitiv x tengelyen vald dthaladdsahoz rendeljiik a ,,zérus” refe-
renciahelyzetet. Amint a tércsa az 6ramutaté jardsaval ellentétes irnyban
forog, a sugérirdnyi egyenes olyan 6 szoget sarol, amely az r sugarral és az s
fvhosszal a kévetkezd kapcsolatban van:

A @ szogelfordulas O=—. (11-1)

A szbget radidnban (rad) mérjiik. Ez az egység két hossziisdg hanyadosa, igy
dimenzi6 nélkiili mennyiség, puszta szam. Mégéllapodds szerint dltaldban a

(b)
11-1 abra.

A tércsa a kozéppontjan itmend rog-
zitett tengely koriil forog az éramutato
jardsaval ellentétes irdnyban. (A *
csillag a papir sikjara meréleges ten-
gelyt jeldli.)
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pozitiv x tengelytsl mért, az éramutato jardsaval ellentétes forgast valasztjuk
pozitivnak, az ellentétes irdnyu forgas negativ.

Ha At id6tartam alatt a szog helyzete Aw értékkel véltozik, akkor az
w,, atlagos szogsebességet a kovetkezO6képpen definidljuk:

P, (11-2)

A At—0 hatiratmenettel az o pillanatnyi szégsebességet definialjuk;

i)
® = lim —
Ar—0 At

Ez azt jelenti, hogy a pillanatnyi sz6gsebesség a szdgelfordulas id§ sze- |
rinti derivaltja:
oA
=

Pillanatnyi =—
4 dr

szOgsebesség

(11-3)

A szdgsebesség egysége 1 radian per mésodperc (rad/s). Tekintetve, hogy a
radian dimenzi6 nélkiili mennyiség, a szogsebesség dimenzidja [T ~].

Ha a szdgsebesség At id6tartam alatt Aw értékkel noévekszik, akkor az o
i Atlagos széggyorsulds definicio szerint':

Aw

B = E (11-4)

A At—0 hatardtmenettel az o pillanatnyi széggyorsulast definialjuk:

el AT
o = lim —
At—0 At
Ez azt jelenti, hogy a pillanatnyi széggyorsulds a szdgsebesség idé sze-
rinti derivaltja:

Pillanatnyi A

=— (11-5)
szdggyorsulds dt
A szbggyorsulds egysége 1 radidn per masodperc a négyzeten (rad/s?), di-
menzidja [T 2.

A szdgelfordulassal kapcsolatos mennyiségek és a tarcsa keriiletén 16v3
részecske €rintd irdanyl mozgdsa kozott szoros kapcsolat van. Amint a ré-
szecske s ivhossznyit halad, a tircsa 8 szoggel elfordul. A (11-1) 6sszefiig- '
gés szerint:

§s=r0.

Mindkét oldalt a ¢ id6 szerint differencialva (konstans » mellett), a részecske
érint8 irdny v keriileti sebessége és az w szogsebesség kozott fennallo:

| a8
dt  dt
vagy
V=ro (11-6)

Osszefiggést kapjuk. Hasonlo kapcsolat van az érint8 irinya a, gyorsulds és ;
az a szoggyorsulas kozott. Ha a (11-6) osszefliggést ismét az id6 szerint de- !
rivaljuk, akkor

A gorég w €s a betlik irasinal figyeljiink, nehogy dsszekeverjiik ezeket a latin w és a

betlikkel. Néha ugyanabban az egyenletben egyidejiileg fordulnak el&, &s zavar szarmazhat
abbol, ha nincsenek egyértelmilen megkiilénbdztetve egymastol.
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dv dw
deaen Ay
dt dt

adodik, vagyis az érint$ irdnyt gyorsulds kifejezhet§ a széggyorsulas segit-
ségével:

Erinté iranyt gyorsulas a —ra (11-7)

A keriileten 1év6 részecskének csak akkor van tangencidlis (érint§ irdnyi)
gyorsulasa, ha az @ szogsebesség valtozik. Ha @ novekedik a forgas iranya-
ban, akkor az g, érint6 irdny( gyorsulds pozitiv, ha @ csokken, akkor a, ne-
gativ. Azonban, emlékeztetve a 4. fejezetre, még abban az esetben is, ha a
tangencidlis gyorsulds zérus, a kormozgast végz6 részecskének akkor is van a
kor koézéppontja felé mutatod centripetdlis gyorsuldsa: Ay = Vir.Haav=ro
helyettesitest elvégezziik, akkor a centripetdlis gyorsulast a,, = (r@ )*/r, azaz

#

Centripetali 3 a,=ro’. -8
(@ ﬁigpgvén;t%gr? {(Silil"cla?gzve) % =)
alakban is kifejezhetjiik

A keriileti mozgassal és a szdgelforduldssal kapcsolatos mennyiségek
kozotti dsszefliggéseket az alabbiakban dsszegezzitk. Minthogy a 0 szdgel-
forduldst radidnban mérjiik, ezért az alabbi egyenletekben szerepls, szoggel
kapcsolatos mennyiségeket is radidnban kell kifejezni.

s =rf A szogeket
Vv =ro radidnban (11-9)
a,=ro kell kifejezni

Fontos megjegyezni, hogy a keriileti mozgassal kapcsolatos tangencidlis
mennyiségek (s, v, a,) jeldlésére latin betliket haszndlunk, mig a gérog betiik-
kel mindig a szogelfordulassal kapcsolatos forgdsi mennyiségeket (0, @, )
jeloljiik.

r és v segit- szigek segitségével

A gyorsuldsvektor komponensei ségével kifejezve
kifejezve
Tangencialis (érint6 irany) gyorsulds
Csak akkor Iép fel, ha a v sebesség ah= i q, —ra
nagysaga valtozik dt (11-10)
Centripetalis irdiny( gyorsulds 5
Mindig, fellép még dlland6 sebesség ~ , =Y =
esetén is. o £

A teljes a gyorsuldsvektort a két mer6leges komponens geometriai dsszege-

zesével kapjuk; nagysaga tehat a Pitagorasz tétel szerint a=,}a12 -+-aq,2 ;
iranyat pedig valamely ismert irdnnyal pl. a gérbe érintdjével, vagy a befelé
mutato sugdrral bezart szog segitségével adjuk meg (11-2 dbra).

11.3 A forgdé mozgasra vonatkozo6 Kinematikai
osszefiiggések

A szogelfordulassal kapcsolatos mennyiségek (6, @ és a) a tarcsa forgasat
irjak le, mig az s, v és @, mennyiségek a tarcsa keriiletén 1év6 részecske érintd
irdnyll mozgasarol adnak szdmot. Most a két mozgastipus kozott 1évd szoros
kapcsolat alapjan a forgd mozgisra vonatkozé kinematikai egyenleteket
fogjuk meghatirozni.

11-2 abra.

Az a vektor iranyat valamely ismert
irdannyal, pl. a palya érintdjével bezart
¢ szog segitségével adjuk meg: tgp =
a,la,
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'
11-3 abra.
A forgd tarcsa peremérdl vékony pa-
pirszalag tekeredik le. Ha a tircsa 8 =
s/r szoggel fordul el, a szalag s tavol-
saggal siillyed le.

s e e

Tegyiik fel, hogy a tircsa peremére vékony papirszalag van tekerve
ahogyan a 11-3 dbra mutatja. Amikor a tarcsa forog és a szalag letekeredik e:
szalag egyenes vonali mozgasanak kinematikai jellemz6it (s,vésa)a tz’irc,sa
forgd mozgéasaval a (11-9) egyenleteknek megfelelden az s = r0. 1; =rm és
a=ra osszefliggések kapcsoljak ssze. Felirjuk a szalag haladé mozgasanak
kinematikai egyenleteit, aztin behelyettesitjiik a (11-9) egyenleteket, hogy
megkapjuk a forgé mozgéas kinematikai egyenleteit. Ahhoz hasonléan. aho-
gyan a haladé mozgdsra vonatkozé egyenletek levezetésénél allando ,gyor-

sulds esetére 'szoritkoztunk, itt azt tessziik fel, hogy a szbggyorsulds értéke
allandé.

v=y,+at 5= Sg vt Hhat Ve =apc +lals — g
ro =rogtrat - r0 =10, trog +hraf Po’=ro+2ran9-6,)

lo=w,tat] [0=0,0+%at | [0’=oit2a6-6) ]

srsy

A.z @ 4 (dtlagos szogsebesség) definiciojabol két tovabbi egyenlet kbvetke-

71k

A 11-1 tablazat dsszefoglalja ezeket az egyenleteket, amelyeket konnyen
megjegyezhetiink, ha a halad6é és a forgdé mozgdsra vonatkozo egyenletek
szoros analégidjara figyeliink. A koriv mentén torténd érintd irdnyu mozgas
egyenletei hasonléak azokhoz az egyenletekhez, amelyek a tarcsarol leteke-
red6 szalag haladd mozgasdara vonatkoznak.

11-1 TABLAZAT A forgd mozgas kinematikai egyenletei
Tangencidlis (érintd irdnyad)

mozgds a keriilet mentén Forgd mozgas

s Elmozdulas (7]

v Sebesség @

a, Gyorsulas o
v=yy+at @ S ot (11-11)

(ha a (thao

5= 8y + vyt +¥aal éllanélc’)) 0=0,+og+%at allandé) (11-12)
V= vy’ +2af(s — ) o e 50 (028 (11-13)

Az dtlagsebességet tartalmazo tovabbi egyenletek (4llandd a és a esetén)

L o M, + o
vy = . L w,, = Lz_ (11-14)
s =8y+vt 0 =8, +wt (11-15)

A forgas kinematikai egyenleteinek levezetése

differencidlszamitas segitségével.

A szbggyorsulast definidlé o = de / dt egyenlet alapjan
o-dt =do

irhato.

Alland6 .o esetén mindkét oldalt integrélva:

i (7))
ajdtzjdw

0 @,
a-l=w-a0,

adodik; innen
0=m,+ta-t.
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Az w =d0 / dt helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

do
—=w, ta-t.
dt

Integralva ezt az 6sszefliggést:

jdﬂz_[(wﬂ-i-a-t)dt

t
9, 0

azaz
1
80-0, =w0t+5a A

ahonnan adodik
o=
X 6:80+m0t+5a-t :

A (10-11) és (10-12) egyenletekbdl ¢ kikiiszobolésével kapjuk a harmadik
kinematikai egyenletet:

0’ =w, +2a(0-0,).

A masik két kinematikai egyenlet az atlagos szogsebesség definicidjabol
kozvetleniil kovetkezik.

11-1 PELDA

Koszoriiké nyugalmi helyzetbél konstans a = 0,3 rad/s* széggyorsu-
lassal indul. (a) Hatarozzuk meg, mekkora lesz a radian per masod-
percben mért szogsebessege 20 koriilfordulas (40m radian) utan!
(b) Mekkora a szogsebesség fordulat per masodpercben?

MEGOLDAS

Felsoroljuk az ismert értékeket:

6,=0 0 =407 rad
w,=0 =
o =0,3 rad/s?

(a) Ezeket az ismereteket a kinematikai egyenletekkel dsszevetve, a
(11-13) egyenletet valasztjuk ki:
ali=n.’ +2a(9 —6_0)

rad?
&2

d
o’ =0+ 2[0,3 %](40;: rad—0) = 75,4
S

2
| ad
o= [75.4 28 sspepitd
S S

(b) Az eredményt fordulat per méasodpercre a kovetkezSképpen sza-
mitjuk at:

R E A

Tad| 1ford ford
s | 27 Tad s

atszamitasi tényezd
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Kezd6pont

(Vonatkoztatasi egyenes)

Yy
Palya
P
7]
0
(a)
Yy
Palya a,
//a
/ ¢ acp \\
68,8°
0
(b)
11-4 Abra.

A 11-2 példahoz.

oo e i S e R S e e e e e e e U e e |
11-2 PELDA

Egy 1,2 m atmér6jl, kezdetben nyugalomban 1év6 kerék 0,6 rad/s?
allando szoggyorsulassal forogni kezd. Tekintsiik azt a peremen 1év§
P pontot, amelynek a # = 0 id6pontban 8, =0 a szogelfordulasa.
(a) Hatdrozzuk meg a kerck szogsebességét az induldstdl szamitott 2
masodperc mulva! (b) Szamitsuk ki azt a teljes utat, amit a P pont az
induldst6l szamitott 2 masodperc id6tartam alatt befut! (c) Allapitsuk
meg a vizsgalt pont helyét a £ = 2s id6pontban! (d) Hatdrozzuk meg a
pont ¢ = 2s id6ponthoz tartozo gyorsuldsat!

MEGOLDAS

Tabldzatosan felsoroljuk az adott értékeket:
r=0,6m w,=0
o = 0,6 rad/s? w="7
t=12st

(a) Megvizsgalva a kinematikai egyenleteket, a kérdés megvalaszola-
sahoz a (11-11) egyenlet a megfeleld;
w=o,tat
@ = 0 + (0,6 rad/s*)(2 s) = 1,20 rad/s.
(b) Ha ismernénk az els6 2 masodperc alatt megtett 8 szogelfordulast,
akkor az s = r6 Osszefiiggesb6l megkaphatnank a keriilet menti s

tangencialis elmozdulast. (11-4a dbra.) Ezért a (11-12) egyenletbdl
indulunk ki.* Tehat

0 =0,tw.t+%ar
0 =0+ 0+ %(0,6 rad/s* }(2 s)* = 1,2 rad.
fgy:
s=r@ = (0,6 m)(1,2 rad) = 0,72 m.
Megjegyezés: A radidnt — minthogy a dimenzidja az egység — vég-
eredményben nem tiintetjiik fel.
(c) A (b) részfeladatra adott valaszban azt taldltuk, hogy a P pont

szogelforduldsa a £ = 2 s id6pontban 8 = 1,2 rad. Kényelmi okbol
ezt a szoget fokokra valtjuk at:

360°
2 rad

=12 rad[ ] —=658.8%.

atszamitasi tenyezo
(d) A gyorsulas két komponensét a kovetkez6képpen hatarozzuk meg.
Az iddben dllando tangencidlis komponens nagysdga.
a,=ra = (0,6 m)(0,6 rad/s?) = 0,36 m/s”.
A centripetalis komponens nagysdga:
a,,=ro’= (0,6 m)(1,2 rad/s)’ = 0,864 m/s*.

A gyorsuldsvektor a nagysdgat a f = 2 s id6pontban a Pitagorasz
tétellel kaphatjuk meg:

A szbgelforduldsra vonatkozo Gsszefiiggés helyett valaszthattuk volna a (11-12) egyenlet

érint6 irdnyll mozgasra vonatkozo: s=s; + vyt + ‘/mrt2 alakjat is.
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2 2
{ 2 2 m m m
a=.a, +a, = J{O,g64 S—z] = (0,36 5—2] =0,876 1—2'

S

Az a gyorsulasvektor iranyat a 11-4b dbra mutatja. Azt a ¢ szoget,
amelyet a gyorsuldsvektor a befelé mutaté radidlis irannyal bezar,
a kovetkez8képpen szamithatjuk ki;

sk s0oB
g¢=—L=w——%;zOAH
Yo 0864—
S

¢ = arc tg 0,417 =22,6°

(Teljesen elfogadhatoé lett volna annak a (90°-22,6°) = 67,4° szdgnek
a megadésa is, amelyet a gyorsuldsvektor az érint6 iranyaval zar be.)

11-3 PELDA

Ez a példa idében véltozé szoggyorsuldsi mozgdssal kapcsolatos,
ezért a 11-1 tablazatban szerepld kinematikai egyenleteket itt nem
szabad alkalmaznunk. Egy rogzitett tengelyre szerelt kerék nyugalmi
helyzetéb6l az alabbi fiiggvénnyel megadott szoggyorsulassal kezd fo-
rogni:

a=9-121¢ (SI egységekben)

ahol ¢ a kerék forgasénak kezdetétSl mért idS. Hatdrozzuk meg, hany
fordulatot tesz meg a kerék a megélldsig (ami utdn majd az ellenkezd
irdanyba kezd forogni)!

MEGOLDAS

A 11-1 tibldzat egyenleteit nem szabad haszndlni, mert az a szog-
gyorsulds nem alland6. Az a =dw/dt alapegyenletb§l indulunk ki.
Integralassal:

t I

w-0,=[a-dt=[(9-120d =9t~ 61’ (Slemystaetien

0 0
adédik. Azt a ¢ id6t, ami az @, = 0 és az @ = 0 dllapot kozott eltelt,
ezek behelyettesitésével kapjuk meg:

0—0=9t- 6

ahonnan t=9/6=1,50s.
Az @ = dO/dt felhasznilasaval

¢ t
9—90=jm-m=4(m—6ﬁ}ﬁ=45ﬁ—2ﬁ
0 0
6,=0és t= 1,5 s behelyettesitésével

6= 0=4,5(1,5)—2(1,5) = 3,375 rad

adédik. A keresett fordulatszamot a kdvetkezéképpen szamitjuk ki:

0L 3395 rad | IO 6 £37 Ford
27 rad

T T

Atszamitési tényez6
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Pillanatnyi
érintkezési

(a) Bl 2 kerck cstiszhsmientasen Fo6ldhoz viszonyitott v sebes- keriilet egy-egy pontja ezt a cikloisnak neve-
gbrdill, az s ivhossziishg meg- sége a v +vp vektorosszeggel  zett gorbét irja le.
t] ”r
egyenld.

egyezik azzal az x tavolsaggal,
amelyet a tdmegkézéppont
megtesz. Bizonyos értelemben
az s ivhossz ,rafekszik” a viz-
szintes x tavolsigra.

1 1"5 a’.brac

Sik feliileten térténd csiszdsmentes gordiilés.

11.4 Gordiilés (cstiszas nélkiil)

Erdekes és gyakran eléfordulé mozgis, amelyben a haladé és forgd mozgas
osszekapcesolodik, a kerék vagy a gobmb gordiilése csiszas nélkiil. (A kovet-
kezo fejezetekben gyakran fogunk ilyen esetekkel foglalkozni.) A 11-5a ab-
ran a kerék csuszds nélkil gordiil vizszintes feltileten. Amikor a kerék 8 = s/r
szoggel elfordul, az s ivhossz nyilvanvaléan megegyezik azzal a vizszintes x
tavolsdggal, amellyel a kerék tomegkozéppontja elmozdul. A kerék mozgasat
ugy tekintjiik, mintha két kiilonalld mozgisbol tevédne Ossze: a tomegkdo-
zéppont egyenesvonalu halado mozgdsdabdl és a tomegkozéppont koriili for-
26 mozgasbol. Abbdl a fontos tényb6l, hogy csuszas nem 1ép fel, az kovetke-
zik, hogy a halad¢ és a forgd mozgas kapcsolatos egymadssal. Azaz, az x, v és
a mennyiségekre vonatkozé haladédsi kinematikai egyenletek kapcsolatban
vannak a 0, @ és a forgasi kinematikai egyenletekkel:

Gordiiles a tomegkozép- [ s=r0 A szdget
csliszas pont V=rom radidnban (11-16)
nélkil haladasa a=ra. kell mérni.

A csuszas nélkiili gordiilés masik jellegzetessége, hogy a kerék talajjal
érintkezd pontjdnak (a F6ldhéz viszonyitott) pillanatnyi sebessége zérus. A
kerék tobbi pontjanak a Foldhoz viszonyitottan véltozé pillanatnyi v sebessé-

i el e

11-6 abra. ge van, ami két sebességnek, a tomegkozéppont Foldhoz viszonyitott Vi,
A kerék csuszasmentesen gordiil. A sebességének ¢és a pont tomegkdzéppontra vonatkoztatott — a tomegkozép-
talajjal érintkez6 P pont sebessége pontbél a ponthoz hizott r radiusz-vektorra mindig meréleges — v, tangenci-
minden pillanatban zérus, mig a leg- alis sebességének vektori Gsszege.

fels6 pont kétszerakkora sebességgel s

mozolg), mint a kerék kbzéppontja. Y Ymes Y (B
A 11-5b 4bra ezt a vektorosszeget a gordiild kerék keriiletének egy kivilasz-
tott pontjara vonatkozdan szemlélteti. Hasonlé meggondolasbol kovetkezik,
hogy a kerék legfelsé pontjanak Foldhoz viszonyitott pillanatnyi sebessége a
tomegkdzéppont sebességének kétszerese. (11-6 dbra.) Altaldban, a kerék
barmely pontjanak (a Foldhoz viszonyitott) pillanatnyi sebessége merdleges a
kerék és a talaj pillanatnyi érintkezési pontjabol a szébanforgéd pontba mutato
helyzetvektorra. Ez azért van igy, mert a kerék minden pillanatban a pillanat-
nyi érintkezési pont koriil forog.
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11-4 PELDA

Egy auté nyugalmi helyzetéb6l egyenletesen gyorsul és 9 masodperc
alatt 22 m/s sebességet ér el. Kerekének atmérdje 58 cm. (a) Hataroz-
zuk meg, hiny fordulatot tett meg a kerék ezalatt, feltéve, hogy csi-
szas nélkiil gordiilt. (b) Mekkora a kerék végso forgési sebessége for-
dulat per masodpercben kifejezve?

MEGOLDAS

(a) Elgszor a tomegkozéppont egyenesvonali gyorsulasat hatarozzuk
meg, majd azt az x tavolsagot, amely a kerék elmozdulasa, (ez a
tengely koriili szogelfordulashoz tartozo s ivhosszal egyezik meg).
A mozgis kezdetének az x = 0 értéket valasztva, a kovetkez6ket

allapithatjuk meg:

Adott: x,=0 t=95
v, =0 S
v=22 m/s a=71
V=V, T at

S, 22720
a=—2L=—13 =224
t 9s 5

1
Tovdbbd x=x, + vnH—Eat‘2

x= 0+0+—;-[2,4432J(9s)2 =99,0m
S

s 99,0m 1ford
f=—=-_2 =341 — | =543 ford
r 029m 2 l:aﬂ’] .

atszamitasi tényezd

(b) A végsebesség v =22 m/s. Ennek alapjan felirhato:

V=ro
m
g 22: e o¥dd | 1ford _121ford
r 029m . .s | 2% " g8
T
Atszamitési tényez8
11-5 PELDA

Tegyiik fel, hogy az el8z6 példdban szerepl kocsi 15 m/s sebességgel
¢ halad. Hatdrozzuk meg a kerék azon pontjanak a F6éldhoz viszonyitott
pillanatnyi sebességvektorat, amely a kerék eliilsé részén, a talaj folétt
40 cm-te van!

MEGOLDAS

A széban forgé pont a 11-7 dbrén lathaté. A pont pillanatnyi sebessé-
ge a témegkozéppont V., sebességének ¢és a v, tangencialis sebesség-

\ nek vektori dsszege. Az abrabol kdvetkezik, hogy v, vizszintessel be- \

zart B szdge:
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J =67,7°

A 11-7b 4brarol leolvashato, hogy ennek ¢ = 180°— 6 = 112,3%os ki-
egészitd szoge a vektorharomszog v, és v, oldalai 4ltal bezart szog.
A v vektor hosszanak meghatarozasara a koszinusz tételt hasznaljuk:

lem

9cm

0 = arc cos(l
2

V= Ve + V7 — 2V, COSP.

Minthogy |Voke| =
egyszer(isddik le:

v/, azért ez az osszefliggés a kovetkezbképpen

Vi =2V (1 — cos @),
V2 =2(15 m/s)? (1 - cos112,3°) = 620,8 (m/s)?,
v=249 m/s.

A v vektor vizszintessel bezart o szogére, mivel a 11-7b abran lathatd
haromszog egyenloszari:

Vv
= 249
a = arc cos —arc cos—— 5 _ =33 8°
Vikp 2 [15 EJ
s

adodik.
Megjegyezziik, hogy a v vektor merSleges a kerék és a talaj érintkezé-
si pontjabol a szamitdsban szerepl6 pontba mutato r' vektorra.

(a) A kerék P pontja 40 cm-re
van a talaj felett.

(b) Avm+v =y Vektor- Pk st e g s e S TR -
Osszeg diagramja. Mint- (c) A kerék minden pillanatban a talajjal
hogy |J igya  érintkez8 pontja koriil fordul el. Ezért

Ve | =1V

haromszog egyenldsza- a kerék barmely P pontjanak v sebes-
ra. ségvektora merdleges a kerék és a ta-
laj pillanatnyi érintkezési pontjabol a
- 9 P pontba mutaté r’ helyvektorra.
Cikloispalya ke =
S T =~ v
~ %
% ~
5 ~
% 8
/ 2 N
N T4 ’
N / g 7
Y O
o/ \\ /
i /
v v
= RS T T e e

(d) A gordulo kereket ﬁgyelve megallapﬂhato hogy egy keriileti pont]anak

sebességvektora mindig az adott pont altal befutott cikloispalya érint6jé-

nek irdnyaba mutat.

11-7 abra.
A 11-5 példahoz.
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Osszefoglalas

h

Osszefoglalds

A merev test tdmegkozéppontjan atmend, rogzitett
szimmetriatengely koriil végzett forgd mozgéas a kovet-
kez6 paraméterekkel jellemezhet6:

Szogelfordulas 6

do

Szogsebessé i

g g o

Széggyorsulas a = agi
28y e

Egy, a tomegkozéppontjan dtmend rogzitett tengely koriil
forgo tarcsa keriiletén 1év8 pont sebessége a keriilet érin-
tdjének iranydba mutat. A pont gyorsuldsinak mindig
van kozéppont felé mutaté komponense: 8 = 1) 2, ezt
centripetdlis gyorsuldskomponensnek nevezziik. Ha a
tarcsa felgyorsul, vagy lelassul, akkor a, = dw/dt tan-
gencidlis gyorsulds is fellép.

A tangencialis mennyiségek és a szdgekkel leirt
mennyiségek kozott az alabbi dsszefliggések vannak:

A rogzitett tengely koriil Csiiszdsmentes girdiilés

forgo tarcsa keriileti esetén a tomegkozép-
pontjanak érintd irdnyi pont haladé mozgdsa

mozgisa

A szogekkel
S0 kifejezett meny- x=r0
V=rm nyiségeket radi- V=rm
a, =ra dnban kell meg- a=rao

adni.

A forgé mozgdsra és a haladé mozgasra vonatkozo ki-
nematikai egyenletek kozotti analogiat jol szemlélteti a
kovetkez tablazat.

A cslszdsmentesen gordiild kerék barmely P pontjanak
pillanatnyi (a Foldre vonatkoztatott) v sebességvektora
merbleges a P pontnak a kerék és a talaj pillanatnyi
erintkezési pontjabol hiizott r' helyvektorara. A P pont
sebességének nagysagav = r'w.

A forg6 mozgis kinematikai egyenletei

Tangencidlis (érintd irdnya)

mozgas a keriilet mentén Forgé mozgas

Ahol s = ivhossz ahol 8 = szogelfordulds
v = tangencialis sebesség @ = szogsebesség
a~ tangencidlis gyorsulds- = szoggyorsulas
komponens
v=vytat ®0=w,+at
2
5= 8y + vt +aat L 0=0,+opt+%ai Lhaa
allando) allando)

VvV =vid +2as -~ 5,)

w’=0,+20(0 -0,)

Az atlagsebességet tartalmazo tovabbi egyenletek (illands a &5 o esetén)

Vy v W, +o
i = 5 = 2
§ =5+ Vvt 0=0,+w,t

atl

dtl

Kérdesek

1. Alkalmas-¢ a radidn mint a szog mértékegysége a
kinematikai problémdk elemzésére, fiiggetleniil at-
tol, hogy a tobbi mennyiséget milyen mértékrend-
szerben mérjiik?

2. Burépdban kilatasba helyezték a grad egység beve-
zetését a szog mérésére. Egy negyed kérivben 100
grad van. Hasonlitsuk 0ssze ennek el6nyeit és hat-
rdnyait a fok hasznalatival!

Feladatok

11.2 A forgas kinematikai leirisa

11A-1 (2) Hatdrozzuk meg az 6ra 18 cm hosszi perc-
mutatéja hegyének sebességét! (b) Mennyi a mutatd
szogsebessége radidn per masodpercben?

11A-2 Hatirozzuk meg az atszAmitasi tényez6t a fordulat
per perc és a radian per masodperc kozott (és megforditva).

3. Egyik koszorlik allando szogsebességgel forog.
Van-e a peremén 1év6 pontnak tangenciilis gyor-
sulaskomponense? Sugdririnyi gyorsulaskompo-
nense? Allandé-¢ ezeknek a gyorsuldskomponen-
scknek a nagysdga és az irdnya?

4. Gondoljuk végig az el6bbi kérdést 4llandé szdg-
gyorsulas esetére!

11A-3 Soroljuk fel az alibbiakat ndvekvé szogsebesség
szerint és fejezziik ki a szogsebességeket radidn per mésod-
percben: az 6ra nagymutatdja, az 6ra kismutatéja, a 100
perc periédusiddvel foldkoriili kérpalyan keringé tirhajos; a
6000 fordulat per perc sebességgel forgé koszoniks!
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11A-4 Fejezziik ki radidnban a kovetkezé szogeket: (a)
98°, (b) 3,62 fordulat és (c) 2,78x107 ivperc!

11. 3 A forgd mozgisra vonatkozé kinematikai dssze-
fiiggések '

11A-5 Egy lemezjatszé tédnyérja kezdetben 33!/3 for-
dulat per perc sebességgel forog. Ha a lemezjatsz6 ara-
mat kikapesoljuk, akkor a tanyér allando 0,20 rad/s?
szoggyorsulassal lassul le. (2) Hany masodperc telik el,
amig a lemezjatszo leall? (b) Hany fordulatot tesz meg a
lemezjatszo a megdllasig?

11B-6 Egy kerék forgésanak iranyat egy olyan berende-
zés forditja meg, amely 100 rad/s* lland6 szdgsebes-
ség-valtozast hoz létre. A kerék kezdetben percenként
2000 fordulatot tesz meg. (a) Hatarozzuk meg, mennyi
id8 kell ahhoz, hogy a kerék szogsebessége ellenkezd
iranyu 2000 fordulat/percre valtozzon. (b) Hatdrozzuk
meg, hinyat fordul a kerék addig, amig a teljes vissza-
fordulasi folyamat felénél egy pillanatra megdll! (Ve-
gyiik észre a hasonlosagot e feladat és a fiiggSlegesen
feldobott labda esete kozott!)

11B-7 Egy kerék 2 rad/s® dllandé szoggyorsulassal fo-
rog. Egy 3 médsodperces id6tartam alatt a kerék 90 radi-
an szdgelfordulast végez. Ha a kerék nyugvo helyzetbdl
indult, mennyi ideig forgott a 3 mdasodperc idStartam
el6tt?

11B-8 Egy mozgo6 I6vedék sebességét meg tudjuk hatd-
rozni, ha a I6vedéket két olyan forgé papirkorongon
18jiik at, amelyek egymadstél d tavolsigban kozos ten-
gelyre vannak szerelve. (11-8 dbra.) A korongokon 1év6
golyoiitdtte lyukak A8 szdgeltolodasibol és a korong @
szogsebességébdl a 16vedék sebessége meghatirozhato.
Allapitsuk meg a lovedék sebességét a kovetkezd ada-
tok mellett: 4 = 80 cm, @ = 900 fordulat per perc, és
AG =31°.

e )

e

11-8 abra.
A 11B-8 feladathoz.

11B-9 Egy merev test nyugalmi helyzetbél indulva rog-
zitett tengely koriil allandé szoggyorsuldssal forogni
kezd. Minden egyes, nem a tengelyen 1év6 pontja a,
tangencidlis és a,, centripetilis gyorsuldssal mozog.
Tekintsiink egy tengelyen kiviil levd, tetszés szerinti
pontot! Mutassuk meg, hogy miutdn a test nyugalomi
helyzetéb6l 1 radian szdggel elfordul, a centripetdlis
gyorsulas a tangencialis gyorsulasnak kétszerese lesz!

11.4 Csiiszasmentes gordiilés

11A-10 Egy szijhajtasu csiga dtmérdje 20 cm. A csiga
79 fordulat/perc sebességgel forog. Milyen hosszii a
hajtoszijnak az a része, amely a csigra 7 masodperc
alatt fut fel?

11A-11 Egy teherkocsi kerekeinek atmérGje 64 cm. A
kocsi 50 km/6ra sebességgel halad. Hatdrozzuk meg a
kerekek szogsebességét!

11B-12 Egy gépkocsi 30 m/s sebességgel halad, kere-
keinek dtmérdje 90 cm. (a) Hatdrozzuk meg a kerekek
tengely koriili forgasanak sz6gsebességét! (b) Hatdroz-
zuk meg a szoggyorsuldst, ha egyenletes fékezés esetén
a kerekek 40 fordulat utin megallnak. (c) Mekkora utat
tesz meg a kocsi a megallasig?

11B-13 Egy D atmeérdji labda vizszintes asztallapon
csuszas nelkiil v sebességgel gordiil. A labda legordiil az
asztal szélérdl, és & magassagbdl a foldre esik. Hanyat
fordul, mialatt a leveg&ben van?

Tovabbi feladatok

11C-14 Egy kerék vizszintes talajon csuszds nélkiil 6
m/s allandé sebességgel gordiil. Hatarozzuk meg a ke-
rilletén lévd részecske talajhoz viszonyitott pillanatnyi
sebességét, midon a részecske a kerék eliils6 pontjaban
van!

11C-15 Egy r sugart henger csuszas nélkiil gordiil egy
fiiggbleges sikban lév6 R sugari korpalydn a 11-9 4dbra
szerint, Mutassuk meg, hogy az a § szdg, amennyivel a
henger a sajat tengelye koril elfordul az alatt, amig a
henger tengelye 6 szoggel elmozdul, a § = (R — r)0/r
dsszefiiggéssel adhato meg.

11C-16 Egy az dbran nem szerepld mechanizmus segit-
ségeével a 11-9 dbra szerinti elrendezésben az » sugari
hengert csiszas nélkiil, dllando sebességgel gorditik az
R sugari korpilyan. (Megjegyzés: a sebesség allando,
ugyhogy ez nem a graviticié hatdsara torténd legérdiilés
esete.) (a) Hatarozzuk meg a henger tdmegkozéppontja-
nak v, sebességeét a tomegkodzéppont koriili forgds w
szogebességének fliggvényében! Hogyan fejezhetd ki a
viep S€besség d0/dt segitségével?

11-9 abra.
A 11C-15ésa 11C-16 feladatokhoz.




