Vi. FEJEZET

MUNKA, ENERGIA,
TELJESITMENY

.»Szeretem a munkadt, csak tilok, s nézem ordkon dt.”

ISMERETLEN BOLCS

6.1 Bevezetés

Az energia a fizika egyik legfontosabb fogalma. Bar igen sok kiilonbozd
alakban jelenhet meg, mégsem fizikai szubsztancia, hanem definiciéval beve-
zetelt mennyiség. Mindeniitt ott van azonban, s a fizika kiilénboz6é dgaiban
rendkiviili véltozatossiggal bukkan els. Eppen amiatt, mert az energia ily
sokféle alakban jelenik meg, a fogalmat is sok szempontbol kell taglalnunk.
Legéltalinosabban egy test energidja a test munkavégz8 képességét mutatja
meg, ugyanakkor a munka az egyik rendszerr6l a masikra atvitt energia mér-
téeke.

Noha gyakran beszéliink arrol, hogy egy testnek meghatdrozott energi-
dja van, és meghatarozzuk, hogy az energia hogyan keriil it az egyik testrél a
masikra, a testek energidja fiigg a koordinatarendszer megvilasztdsatol is.
Kiilénbéz6 koordindtarendszerb6l szemlélve, adott test energidja kiilonbozé
lehet. Ha példaul egy test az altalunk vélasztott koordindtarendszerben mo-
zog, akkor véges kinetikus energidt rendelhetiink hozza. A testhez rogzitett
koordinatarendszerben (ehhez képest a test nyugalomban van) a test kineti-
kus energija zérus, fgy az energia nem olyan fizikai fogalom, amelybél egy
test abszolut értelemben tobbel vagy kevesebbel rendelkezhet, hanem olyan
mennyiség, amelyet adott koordindtarendszerben végzett mérések alapjan
szamithatunk ki.

Az energia azért jatszik olyan fontos szerepet a fizikdban, mert megma-
rad6 mennyiség. Amennyiben egy zdrt (kornyezetétsl elszigetelt) rendszer
energidjat ismerjiik, akkor biztosak lehetiink benne, hogy barmiképp is val-
tozz¢ék a rendszer a tovabbiakban; dsszenergidja mindig ugyanannyi marad.
fgy legfeljebb egyik energiaforma alakulhat at a masikba, de energia nem
keletkezhet és nem tiinhet el. Ezt a tapasztalatilag felismert tényt nevezziik az
energiamegmaradas térvényének. (Erre a 7. fejezetben még visszatériink.)

A megmarado mennyiségek, tehat azok, amelyek értéke a rendszerben
végbemend kiilonboz6 fizikai véltozdsok ellenére véltozatlan marad, nagyon
fontosak a fizikusok szdméra. Bar a megmaradisi torvények semmit sem
mondanak arr6l, hogy hogyan megy végbe egy folyamat, minden esetben
biztositjak azonban, hogy ha a megmaradé mennyiség értékét ismerjiik egy
folyamat el6tt, akkor ez a mennyiség ugyanakkora a folyamat lezajlasa utin
is. Ez a megallapités a fizikai jelenségek analizisében gyakran énmagaban is
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b) Az F er6 alland6 0 szoget alkot
az elmozdulassal

6-1 abra
Egyenes vonalon s tavolsdgba elmoz-
dulé F éllando erd

6-2 dbra
A 6-1 példahoz.

jelentSs lehet. Energetikai megfontolasokkal gyakran kénnyebben oldhatunk
meg pl. dinamikai feladatokat, mint a Newton-tdrvényekkel. Alapvetéen az
energia fogalma a testek kolcsonhatdsanak vizsgalataban is segit.

6.2 A munka

A munka sz6 a fizikdban joval szlikebb jelentéssel bir, mint a hétkoéznapi
életben. A fizikdban a munka az energidnak egyik testrol a masikra valo at-
vitelét jelenti, A legegyszeribb esetben, amikor egy test F erd hatasdra s ta-
volsagra mozdul el egyenes vonal mentén (6-1a dbra), a W munkavégzés:

W=Fs (6-1)

Ha az F er6 0 szoget zar be az elmozduldssal (6-1b 4bra), akkor csak az erd-
nek az elmozdulds irdnyédba es6 Osszetevdje végez munkat:

W=(Fcosf)s (6-2)

Szavakkal a munka a kovetkez6képpen definialhato:

Munka Az F er6 W munkaja az er6 elmozdulas iranyaba esd
osszetevijének és az elmozdulas nagysiganak a szorza-
taval egyenld.

A munka ST-egysége a newton-méter (Nm), amit Sir James Joule tiszteletére
Jjoule (J)-nak is neveziink.

A cos 0 tényezd elGjelétdl figgben a munka pozitiv és negativ értéket
is felvehet. Ha az elmozdulas iranyédba es6 er6komponens a mozgds irdnydba
mutat, akkor a munka pozitiv, ha azzal ellentétes, akkor a munka negativ.
Vegyiink a keziinkbe példdul egy konyvet és emeljiik fiiggblegesen felfelé
egyenletesen y tavolsagra. Ekkor keziinkkel a konyv mg sulyaval egyenl6
nagysigh erdt fejtiink ki felfelé. Az altalunk kifejtett er8 a mozgas iranyaba
mutat, azaz a munkavégzés (F-cos 0°) y=mgy. Ha a konyvet egyenletes
sebességgel, y tavolsignyira lefelé engedjik, akkor az elmozdulas lefelé
mutat, az éltalunk kifejtett er azonban véltozatlanul felfelé irAnyul. Ebben az
esetben 8 =180° és cos 6= —1, s emiatt az altalunk végzett munka negativ.
(F cos 180°%)y =—mg y. Erdekes, hogy ha a kényvet vizszintesen mozgatjuk
egyenletes sebességgel, akkor a munkavégzés zérus, mert a felfelé mutaté erd
és a vizszintes irdny( elmozdulds szdge 90° és cos 90° = 0.

Barmilyen nagy er6vel nyomunk példéul egy falat, mechanikai értelem-
ben mégsem végziink munkat, ha a fal mozdulatlan marad. Meg kell jegyez-
niink azonban, hogy izmaink megfeszitésekor biologiai értelemben fellép
energiadtvitel (a mikroszkopikus izomrostok és kornyezetilk kozott), amikor
a kémiai energiat az izomszdvet feszitése sordn elhasznéljuk. A kémiai fo-
lyamatokban felszabaduld, s elvesztegetett energia hatasdra izmaink elférad-
nak, kimelegsziink, s veritékezni kezdiink. Mechanikai értelemben azonban
csak akkor végziink munkét, ha az erd irdnydba eso elmozdulds nem zérus.

A munkavégzéssel kapcsolatos feladatokban zavart okozhat, ha a salyt
az eddigi modon W-vel jeldljiik. Ilyen esetekben célszeriibb a graviticios er6t
F-vel vagy mg-vel jelolni.

Egy fili a vizszintessel 40°-os szoget bezard irdnyban allando, 20 N
erdvel hiiz egy szinkot (6-3 abra). Mekkora munkét végez a fin,
mig a szankot vizszintesen 3 m tivolsagnyira hiizza?



6-3 abra

Sir James Joule (1818-1889) —akinek
tiszteletére a munka és energia mérték-
egységét elnevezték — gazdag angol
sorfézde-tulajdonos gyermeke volt.
Nevét az Egyesiilt Allamokban
,.dzsaul”’-nak ejtik, a mértékegység
kiejtése azonban tébbnyire ,,zsul”,
James Joule gerinc-rendellenességgel
és raadasul vérzékenységi hajlammal
szilletett. Bar félénk és ideges
természetii volt, igen éles logikaval
rendelkezett, ligyesen tervezett gépeket
¢és nagyon szeretett kisérletezni. Szé-
leskorii érdeklédése nagy képzelderd-
vel parosult. Egyszer, amikor a vissz-
hang tanulmanyozasihoz pisztolylo-

hogy apja sorgyaraban olcsobb
energiaforrashoz jusson, vagy egy-
szeriien a kisérletezés gyonyortisé-
géért, 19 éves koraban Joule hosszi
kisérletsorba kezdett az elektromos
generatorok mifkodtetéséhez sziik-
séges munka és az aram hatdsara
fejléds ho kozotti kapesolat tanul-
méanyozasara. Vizsgalataihoz két-
szazad Fahrenheit-fok pontossagi
hémér6t készitett. Ez Joule kordban
rendkiviili pontossag volt! Ot éves
sokoldalu kisérletezés utin eredme-
nyeit az Angol Természettudoma-
nyos Téarsasag elé tarta. A kisérle-
tek — kozottiik a vizben forgatott
lapatkerék altal fejlesztett h6 méré-
se — alapjan megallapitotta a me-
chanikai munka héegyenértékeét.
Munk4ja nem talalt visszhangra. A
témarol szol6 dolgozatanak kozlé-
sét a Kirdlyi Tarsasag (az Angol
Tudoményos Akadémia) a kdvet-
kez3 évben elutasitotta. Ujabb 6t
évnek kellett eltelnie, mig ,,A hé
mechanikai egyenértéke” cimii
munkajat a ,,Philosophical
Transactions” lekozolte. A dolgo-
zatot lektoralo bizottsag azonban
még ekkor is térolte Joule
(egycbként helyes) kovetkezietését,
mely szerint a mechanikai munka a
surlodas kovetkeztében alakul 4t
termikus energidava.

véssel akart éles hangot adni, véletlentil A nehézségek egyike az volt,

ellGtte szemoldokét. Talan azért,

MEGOLDAS

Az x tengely pozitiv irdnyat célszer(i a mozgas irdnydban felvenni.

W = (F cos 6)x = (20 N)(cos 40° )(3 m) = 46,0 Nm = 46,0 J

A munka és a vektorok skaldris szorzata

6.2 A munka 119

A kdvetkezSkben az F erd altal Ar elmozdulas sordn végzett ¥/ munka meg-
hatirozasdra altalainosabb modszert vezetiink be. A Ar jeldlés tetszdleges
irdnyt elmozdulasndvekményt jelol. A kovetkezokben a vektoralgebra fel-
haszndlasaval bevezetjiik a vektorok skalaris szorzatit. Az A és B vektorok
A -B skaldris szorzatat a kovetkezéképpen definialjuk: ;
Skalaris szorzat A-B= 1A|| B| cos 6= ABcos @ (6-3)
ahol @ az A és B vektor altal bezart sz6g. Az F er6 munkdja definici6 szerint
az er6 és a Ar elmozdulasvektor skalaris szorzataval egyenlG (6-4 dbra).

hogy a kisérleti berendezésekbdl a hd
egy része ellendrizhetetleniil
-megszokott”, ezért a kiildnbdz6 mé-
résekbd] kiilonboz6 szameértékd
eredmény adodott a hé és a mechani-
kai munka k6zotti egyenértékre.
Robert Mayer német természettudos
(1814-1878) mar korabban helyes el-
méleti kovetkeztetésekre jutott, gon-
dolatai kdzzétételével azonban neki is
nehézségei voltak, mert a tudoma-
nyos folyoéiratok nem fogadtak el a
gyokeresen uj elméletet, amit nem
timasztottak ala meggy6zd bizonyi-
tékok. A dont6 1épést egy masik né-
met fizikus, Hermann von Helmholtz
(1821-1894) tette meg. Helmholtz Jo-
ule kisérleti eredményeit tanulma-
nyozva a fizika sok teriiletén alkal-
mazott matematikai modszerek fel-
hasznilasaval altalanos
energiamegmaradasi elv kimondasat
javasolta. A munka és a h6 kozotti
kapcsolat és az energiamegmaradasi
torvény meély megértéséhez meglep6-
en nehéz ut vezetett. A torténet sok-
kal tekervényesebb, mint amit itt fel-
vazoltunk, végsé eredménye az
energiamegmaradés kimondasaval
jard nagy egységesités — Dampier,
XX. szdzadi tudomdnytorténész sza-
vaival élve — ,,az emberi elme egyik
legnagyobb eredménye”
(W.C.Dampier, A természettudomany
torténete, Cambridge University Press
4. kiadas 1948.).

palya

F
AN
Ar

6-4 abra

A kicsiny Ar elmozdulds mentén hato
F er6 AW =F-Ar munkit végez. A
Ar elmozdulds irdanya mindig a palya
érint6jének irdnyaba mutat.
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W =F:Ar ‘ 5 :
MUNKA (W) W = (F cos) Ar} dllandé F esetén (6-4)

Az eredmény skaliris mennyiség. Az osszefliggés a W munkdt koor-
dindtarendszertél fiiggetleniil definidlja, s éppen ez a vektoridlis irasmod
nagy elénye. A vektoregyenletek tetsz6leges koordinatarendszerben érvénye-
sek, s dltaldban tomorebbek és egyszeriibb alakfiak, mint a specialis koordi-
natarendszerben felirt megfeleld osszefliggés. Ha példaul az F er6t és a Ar
elmozduldsvektort két dimenziés Descartes-koordinétdkban fejezziik ki, ak-
kor F=F X+F § & Ar=AxX+Ayy , ahol % & § az x ill y irdnyd egy-
ségvektorokat jeldli, és a AW = F- Ar munkavégzés:

Két dimenzioban Hirom dimenziéban

W =F,Ax+F,Ay W=FAx+F Ay+F,Az

Ezek az osszefliggések a vektorok skaldris szorzatinak tulajdonsigaibol ko-
vetkeznek. Ezeket a szabélyokat foglaljuk ssze a kévetkezékben:

A skalaris szorzat definici6 szerint
A:-B= A4ABcos0 (6-5)
ahol 6 a vektorok altal bezart szog.
A skaldris szorzatra érvényes a

kommutativ torvény: A-B=B-A.

”

és a
ngSOKl;AZL :,Il‘ll 2 disztributiv térvény: A-(B+C)=A-B+A -C
Az egységvektorok skalaris szorzatira fennallnak
az
X¥=y§=22=1

osszefiiggések és emiatt az
A B=(4,x+A4,y+4,2)(B X+B,y+B,7)
szorzat kilenc tagja haromra redukalédik:

AB=AB +4B +42B8, (6-6)

Egy sepriit a 6-5 dbranak megfelelGen a vizszinteshez 60°-o0s 5z0g-
ben allé nyelénél fogva 50 N élland6 erdvel tolunk. Hatirozzuk
6-5 dbra meg, hogy mekkora munkat végziink, mig a seprii 3 m-t cstiszik
A 6-2 példahoz. elére a padlon.
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Minthogy az er§ nagysiga és irdnya is 4llandé, a munka
W =F-Ar. A skaldris szorzat definiciéja értelmében:

W=F Ar=F cos 8 Ar= (50 N)(cos 60°)(3 m) = 75,0 Nm

W= 17501

r er rr

A gravitacios erdo munkaija

Tekintsiink egy nyugalomban 1év8 m tomeg( testet, amely 4 magassigbol
szabadon esik (6-6 dbra). Mivel a részecskére mozgasa soran egyetlen er6, az
dlland6é mg graviticios er6 hat, munkdt is csak ez az erd végezhet rajta.
A test h tdvolsdgot tesz meg lefelé, irinyitsuk tehat az y tengely pozitiv ira-
nyat is lefelé. A munkavégzés tehat:

AW =F- Ay = F(cos0° ) h = mgh (6-7)

Amennyiben a testet fiiggblegesen felfelé emeljiik A tavolsagnyira, akkor a
gravitacios er6 munkaja:

AW =F Ay = F(cos 180° ) h=—mgh (6-8)

Tovébbi példaul szolgdlhat arra az esetre, amikor egy testen csak a gra-
vitdcios er6 végez munkat, a strloddsmentes lejtdn lecsiszd m tomegl test
mozgésa (6-7 abra). Mikozben a test lefelé csuszik, akdrmilyen gorbiilt alakja
is legyen a lejtének, a lejtd 4ltal kifejtett normalis irdnyd N eré merdleges a
palyara, s igy a mozgés irdnyara is. Emiatt az N er§ nem végez munkat a
testen' . A gravitici6s eré azonban mindig fliggélegesen lefelé mutat, ezért a
lejté mentén fekvé tetsz6leges Ar elmozdulasnovekmény mellett a munka-

vegzés W =F-Ar = mg(cos 0)Ar. A cos 8 Ar szorzat azonban minden eset-

ben az elmozdulas Ay fiiggbleges dsszetevdjével egyenld. Iy médon minden
olyan palyan, ahol a teljes elmozdulas fliggdleges bsszetevbje h, a graviticios
er6 munkaja mgh. Amennyiben az elmozdulds fligg6leges dsszetevdje felfelé
mutat és nagysaga ks, akkor a graviticiés erd munkdja —mgh, a negativ eljel
azért 1ép fel, mert cos 180° = —1.

80 N salyq gyerek 2,5 m magasbol csiiszik le egy jatszotéri csisz-
dan. Mekkora munkat végez a gravitdcios erd a gyereken?

Kényszererdk Ha egy test mozgdsanak palyijit egy masik test szabja meg, akkor azt
mondjuk, hogy kényszererd 1ép fel. Ha példaul egy pontszeri test sirloddsmentes pélyan
cstszik, akkor a pdlya altal kifejtett N normalis irdnyt er6 korlatozza a test mozgasat, ill.
arra ,.kényszeriti”, hogy kévesse a palya ivét. Hasonloképpen a kotél végén porgetett testet
a kotéler kényszeriti arra, hogy kdrpalyan mozogjon. A billidrdasztalon guruld goly6t az
asztal normalis irdny1 ereje tartja az asztal sikjdban. A kényszererGk altalaban az anyag ru-
galmas tulajdonsagai miatt jonnek létre, s Ugy keletkeznek, hogy egy test er6t fejt ki a ma-
sikra, enyhén deformdlja azt, s a mésik test Newton harmadik térvénye értelmében ugyan-
akkora kényszerervel hat vissza az els6 tesre. Emiatt ez a test csak a kényszererfre mer6-
legesen mozdulhat el. Ilymédon a kényszererdk sohasem végeznek munkét a testen.

B
i
0 = LAﬁJl 0
W
h
mg
| T |
| | v
Xy b
6-6 abra

A fliggblegesen h tavolsagot es6 tes-
ten a gravitdcios erd mgh munkat vé-
gez.

6-7 dbra

A gravitdcios er6 munkdjat tetszéleges
palya esetén is az elmozdulas fiiggdie-
ges Osszetevdje szabja meg.
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6-8 abra

Az F(x) valtozo er6 hatasara az x ten-
gelyen a-tol b-ig mozog a részecske.
Az er$ a Ax, szakaszon F(x,)Ax,
munkat végez, ami a satirozott tégla-
lap teriiletével egyenld.

MEGOLDAS

A graviticios erd €s a fliggbleges elmozdulas ugyanabba az irAnyba
mutat, igy a munkavégzés

AW =F-Ay = (80 N)(cos 0°)(2,5 m) =200 J

6.3 Valtozo ero munkaja

A természetben fellép6 erk kozott vannak olyanok, amelyek id6ben és tér-
ben vagy mindkettében viltoznak. Most olyan erdkkel foglalkozunk, ame-
lyek egy egyenes mentén a hely fiiggvényében valtoznak. Altalaban
W =F-Ar . Egyenesvonali mozgas esetén valasszuk x tengely pozitiv ira-
nyat az F vektor iranydnak megfelelGen:

AW = F(x)Ax

ahol F(x) az er6t valtozasat jelenti az x koordinata fiiggvényében. Abrazoljuk
az F(x) fliggvényt a Descartes-féle koordinatarendszerben (6-8 dbra).

A valtozé er$ hatasara az x = a helyr6l az x = b helyre mozgo6 részecs-
kén végzett munka meghatirozasahoz az elmozdulas kicsiny megvaltozasai-
hoz tartozd AW elemi munkdkat kell dsszegezniink. Els6 kozelitésként osz-
szuk fel a teljes elmozdulast N intervallumra: Ax,, Ax,, ... Ax, (6-8 4bra). Az
els 1épésben a részecske az x = a helyrdl az x =a + Ax, helyre mozdul el.
Bar ezen elmozdulas kézben az F erd valtozik, jo kozelitésnek tekinthetd, ha
a teljes intervallum soran az F(x,) alland6 értékkel helyettesitjiik, ahol x, a Ax,
intervallum valamelyik kozbiilsé helye. fgy az elsé elmozdulasnovek-
ményhez tartozo AW, munka kozelitGleg az F(x,) magassigu téglalap
F(x,)Ax, teriiletével egyenld. Hasonlé modon a masodik intervallumon vég-
zett munka az F(x,)Ax, teriilette] kozelithet6 és igy tovdbb.

A teljes [a, b] szakaszon végzett W munka a fenti teriiletdarabkdk osz-
szegével kozelithets, azaz

(6-9)

i=1

ahol F(x,) az i-ik intervallumban kivélasztott fliggvényérték. A kozelités ja-
vitdsdra egyre révidebb és rovidebb intervallumokat valasztunk. Hataresetben
Ax — 0 és az intervallumok szdma N — o, s az igy kapott eredményt te-
kintjitk a munka pontos értékének.

W= lim 2 F(x, Ax, (6-10)

Ezt a hatdrértéket az F(x) fliggvény [a,b] intervallumra vonatkoz6 hatarozott
integraljanak nevezziik.

A véltozo eré munkaja W= [ F(x) dx (6-11)

a

A 6-11 hatirozott integral geometriai jelentése F(x) fliggvénygorbe alatti
teriilet, melyet az a és b hatarokhoz tartozé ordinatik hatdrolnak (6-9 4bra).



teriilet=végzett munka

F(x)

1|
el
S

Tehat
munka = az F(x) gorbe alatti teriilet, (6-12)

A fterillet kénnyen kiszdmithato, ha F(x) linearis fiiggvény. Bonyolultabb
esetekben az integralszamitasi szabalyokat kell alkalmazni. (A G-II és G-III
fiiggelékben minden, ebben a kényvben hasznilt fiiggvény integrilja megta-
1alhato.)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy amikor a fizikai mennyiségeket, most
pl. a munkat dsszekapcsoljuk az erdt dbrdzolé fiiggvénygorbe alatti teriilettel,
akkor a szamitdsok sordn a tengelyeken felvett mennyiségek mértékegységet
is figyelembe kell venni. Ebben az esetben a teriilet dimenzidja erd szorozva
tavolsiggal (mértékegysége newton-méter) és nem a szokdsos hosszisig
négyzetevel megadott teriilet dimenzidja (mértékegysége méter?).

6-4 PELDA

Az eredetileg az asztal mellett 16g6 ¢ hosszisign, m témegd, haj-
lékony lancot allandd sebességgel hizzuk fel az asztal szélén.
A lancot a végénél fogva a 6-10 dbrin lathat6 médon az asztal lap-
javal parhuzamosan F(x) er6vel hizzuk. Hatirozzuk meg, hogy
mennyi munkat végziink, mig a teljes lanc az asztalra kerul A lanc
¢s az asztal k6z6tti surlodds elhanyagolhato.

MEGOLDAS

A lanc felhtuzasdhoz sziikséges erf viltozik a hely fiiggvényében,
hiszen minden helyzetben éppen az asztal szélérél még lelégd lanc-
darab siilydval egyenld. (A sily tobbi részét az asztal tartja.) Ha az
x= 0 helyet az asztal szélénél vélasztjuk, akkor

F(x):(ﬁzx}mg=%(f—x) (6-13)

Az F(x) fiiggvény dbrdja a 6-10b abran lathaté egyenes, igy a teljes
W munka, mig a lancvég az x =0 helyr6l az x = ¢ helyre keriil,
ezen egyenes alatti teriilettel egyenlS. Ez a teriilet egy haromszog,

tehat W =1 mgt. A teljes lanc felhuzasihoz szikséges munka tehdt

2

mgl
2

Misodik megoldds az integralszamitas alkalmazasdval.

W=

Mind az er6, mind az elmozdulds az x tengely pozitiv irdnydba
mutat, igy az F(x) er6 munkaja
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6-9 abra

Az F(x) er6 altal végzett
munka egyenl6 az F(x)
fiiggvénygorbe alatti
teriilettel.

()

Flx)

teriilet=végzett munka

(b)

6-10 abra
A 6-4 példahoz.
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6-11 abra

A megfeszitett, ill. 6sszenyomott ru-
g6ban ébred6 erd. Az er6-megnyulas
fiiggvénynek meredeksége a rugo-
allando.

b
W=[F(x)ds
Itt F(x) a lanc asztalrol lel6go részének a silya
E(x)= (E_Tx)mg

Mivel x értéke 0 és ¢ kozott valtozik, a G-I fiiggelék szerint a ha-
tarozott integral

¢ f 2:7&
f—x m m, x
W=£( ; ]mgdx:Tg_([(ﬂ—x)dszglif —?]
0

Beirva x helyére a fels6 hatér értékét (x = £) és kivonva az ered-
ményb6l az x = 0 als6 hatiron felvett értéket, azt kapjuk, hogy

2
W:m_g g2_£__..0 ZEE_
£ 2 2

A rugéero

Foglalkozzunk most egy elhanyagolhaté tomegfi, egyik végénél falhoz eré-
sitett rug6val (6-11 dbra). Az x tengely kezdGpontja essen egybe a meég meg
nem feszitett rugd szabad végével. Ha a rugd végét F, erSvel nyujtani
kezdjiik a szabad végénél fogva, akkor kisérletileg megallapithatjuk, hogy a
nyujtashoz sziikséges eré (igen jo kozelitéssel) ardnyos a szabad végnek a
nyugalmi helyzettsl mért elmozdulisaval, azaz F, = kx. (Hasonlo eredmény
adédik a rugd Osszenyomasakor is.) Newton harmadik torvénye alapjan
ebbdl kdvetkezik, hogy a rugé ugyanekkora, de ellentétes irdnyd erdt gyako-
rol a keziinkre. Tehdt akér nydjtjuk, akar osszenyomjuk a rugét, abban min-
dig az eredeti helyzet visszadllitdsira szolgald visszatéritd erd ébred.

st SO0 —>

a) A zéruspontot a még meg I
nem feszitett rugo szabad
végénél vettiik fel. 1/
I
l—— x——‘ /l

6- ffﬁ- 6‘ 6 :6~ 6 6-6- G\—Q d) A keziinkkel a rugora kifejtett

kiils6 eré F) = kx.

b) Az x tavolsignyira megnyujtott
rugo. 1

|"-x—i \Fr'\<—r-®

(TN o

e) A rugé dltal a keziinkre kifejtett erd
= =kx

c) Az bsszenyomott rugo szabad vége
a —x koordinatéjt pontba keriil.
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6.3 Véltozd er6 munkdja

feisassaem s s e e e e S e e e e R e B )
Az idedlis rugonak ezt a tulajdonsagét fejezi ki a Hooke-torvény’:

Hooke-torveny
(idealis rugd) ; bietn)
ahol £ az Gn. rugdallando (a rugd merevségének mértéke), amelynek dimen-
zidja erG/hosszisag, x pedig a rugd megnyuldsa vagy Osszenyomoddsa az
eredeti hosszhoz képest. A rugok tobbsége legalabbis egy meghatarozott tar-
tomanyban’ pontosan koveti ezt az dsszefiiggést. A rugokkal kapcsolatos
feladatok megoldasédban gondosan meg kell kiilénboztetniink a rugora gyako-
rolt F, = kx, és a rug6 éltal mas testekre kifejtett /. = —kx er6t. Ezek az erék
ellentétes iranyuak, ezért a negativ eljel igen fontos.

A 6-12 abrin a satirozott teriilet az F, er6 altal végzett munkat mutatja,
mialatt a rugd szabad végét nyugalmi helyzetébdl x tAvolsdgura elmozditjuk.

A haromszog teriilete 1 x kx=1kx*. Mivel a rugéerd ellentétes iranya az
elmozduldssal, ezért a rugd dltal végzett munka negativ: W, :——;kxz.

A rugé ezt a munkét a keziinkon végzi.

A rugd A kiilsé eré altal iy

feszitése a rugon végzett W, = 2 kx (6-15)

soran munka

végzett A rugo altal egy 1

munka kiils6 testen vég- W, = = kx (6-16)
zett munka

Az integralszamitas segitségével a kiils6 er6 munkdja a megfeleld hata-
rok behelyettesitésével az alabbi médon szamithato ki:

x

W, = [ F(x) dx:j(kx)dx=[-;—kx2} :%kxz—o

W, = ec?
2

Megjegyzés a giorbe alatti teriilettel kapesolatban. Amikor a rugé
osszehiizodik, azaz a megnyujtott helyzetbdl ellentétes irinyba mozog, akkor
az F, kiils§ er8 munkaja negativ, bar a 6-12 dbran lathato satirozott teriilet az
x tengely f6lé esik. (Az integralszamitds alkalmazdsakor a negativ elGjel au-
tomatikusan ad6dik, amikor az integrélds hatdrait x-t61 0-ig vélasztjuk.) igy
amikor a munkat gecometriailag egy teriilettel interpretaljuk, akkor mindig
ellendrizniink kell az erd és az elmozdulds iranyat, hogy eldonthessiik, vajon
a munka pozitiv-c vagy negativ. (Ugyanez vonatkozik természetesen a 6-11c
abran lathat6 F, rugderd alatti teriiletre is.)

* A formulat felfedezéjérél, Robert Hooke (1635-1703) angol fizikusrol nevezték el, aki a
torvényt a prioritdst biztositand6 anagram forméjaban kozolte (ceiiinosssttuv). Kés6bb ko-
zolte, hogy a betliszo az ,ut tensio sic vis” latin mondat betfiinek abe szerinti felsorolasa.
Jéllehet torvénynek nevezziik, mégsem fejez ki olyan alapvetd természeti tényt, mint
mondjuk a Newton-torvények. Inkabb csak hasznos szabélynak tekinthet®, amivel a valodi
rugok viselkedése jol kozelithetd.

Ha egy rugét tilsdgosan dsszenyomunk, akkor szomszédos menetei 6sszeérnek és tovabbi
osszenyomasahoz mér igen nagy er sziikséges (6-13 Abra). Méasrészt, ha a rugot erSsen
megnynjtjuk, akkor atléphetjiik a rugd anyagénak rugalmas hatirat és a rugé maradandban
deformalddik. Ekkor az erd megsziintével nem nyeri vissza eredeti hosszat és az erGhatds
sem tesz eleget tobbé a Hooke-torvénynek.

0 x
6-12 abra

Amikor a munkavégzést az er6 fligg-
vénygorbéje alatti teriilettel hataroz-
zuk meg, mindig figyelembe kell ven-
ni F és As iranydt is. Amennyiben
ellentétes iranyuak, akkor a

W =F-As munka negativ.

a rugb szomszédos
menetei 6sszeérnek

Fy

Ll

rugalmas
hatir

6-13 abra

A nem-idedlis rugok viselkedése na-
gyobb mértékil nyhjtas vagy ossze-
nyomds esetén eltér a Hooke-
torvénytol.
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Fk = (80 i]x
m
Fy

X
2 6 (m)

6-14 abra
A 6-5 példdhoz. A Hooke-tdrveny
szerint viselkedd rugd nyujtasa.

(a)

6-15 dbra
Vizszintes, allando F er hatdsdra lég-
parnas asztalon mozgo test.

Y S e e A e e S e e e e e T S e B

Egy, pontosan a Hooke-torvényt kovetd, egyik végeén rogzitett rugd
szabad végét nyugalmi helyzetéb8l F, = (80 N/m)x kiils6 erével 4
cm-re elmozditjuk. a) Hatirozzuk meg a kiils6 er6 munkdjat! b)
Mekkora tovabbi munka sziikséges ahhoz, hogy a rugét tovabbi 3
cm-rel megnyujtsuk?

MEGOLDAS

a) A 6-14 4branak megfelelSen az origét vegyiik fel a meg nem
feszitett rugd szabad végénél. A kiilsG erb az Fj = (80 N/m)x
torvény szerint véltozik. A kiilsd erd altal végzett munka meg-
egyezik a [0,4] intervallum feletti haromszog teriiletével.

1
W, =—hx} = SOEJ(O,(M m)’ =64 mJ
2 2 m

b) A rugé tovébbi, x,=0,04 m és 0,07 m kdzott nyujtasa soran
végzett munkét az bran a stétebben satirozott teriilet mutatja.
Tehat a sziikséges tovabbi munka:

. l 2 1 s 1 N ) 2
W, = ks ==k, _E[SOE][(O,mm) ~(0,04m)?]

W, =132 m]

Ugyanez hatérozott integrallal:

G G

0,04m

W,

w, :_(%}[80%)[(0,07)2 ~(0,04)*] =132 mJ

6.4 A kinetikus energia és a munkatétel

A kévetkezbkben azzal az esettel foglalkozunk, amikor egy test a munkaveég-
zés hatdsara gyorsul. A 6-15 dbra egy srlodasmentes feliileten, pl. 1égparnds
sinen mozgd testet mutat. Fejtsiink ki a testre dlland6 F vizszintes erdt.
A testre hat6 fiiggtleges gravitdcios erdt a feliilet kiegyensilyozza, igy a
testre hat6 eredd eré megegyezik az F vizszintes erdvel. Mivel F allando, a
test alland6 gyorsuldssal mozog és teljesiil a

v? —vi=2a(x—x,)
kinematikai egyenlet. Megszorozva ezt az dsszefiiggest m-mel, majd elosztva
kett8vel, azt kapjuk, hogy
1

—mv’ -—lmvo2 =ma(x—x,) (6-17)
2 2
Az 1 mv?* tagot K-val jeloljiik és a v sebességgel mozgd m tomegli test moz-

gasi vagy kinetikus energidjanak nevezziik. Az energianak ez a formija a
test mozgdsa kdvetkeztében alakul ki.
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Kinetikus energia (K) P o (6-18)
2

Vegyiik észre, hogy v irdnyatdl figgetleniil a kinetikus energia mindig pozitiv

értékii skaldr mennyiség. A mozgasi energia és'a munka mértékegysége azo-

nos, az Sl-rendszerben newton-méter (Nm), mas néven joule (J). e,
A 6-17 egyenletben az ma tényez& megegyezik az F ered6 erével, azaz o

a jobb oldal F(x—x,), = W, ami éppen az F eré éltal végzett munka. A kiilsé

erék ereddje altal egy m tomegii testen végzett munka azt az energiat jelenti,

amelyet az er6t létrehozé rendszer a testnek atad. Az eredd er6 gyorsitja a

‘ ‘ 2 2 4 . o
testet, s ennek eredményeként a test AK =1 mv* —1mv,” kinetikus. energia-

hoz jut. Ez az dsszefiiggés teljesen éltaldnosan igaz, bar itt csak egydimenzi-
6s esetben, dllandé erd hatdsira végbemend mozgdsra vonatkozoan mutattuk
ki. A tétel tehat tetszdleges, valtozo erd hatdsara végbemend mozgdas esetén is
érvényes. Ezt az altalanos elvet nevezziik munkatételnek.

Az eredd erd
Munkatétel munkéja egy AW = AK (6-19)
pontszerdi testen

E rendkiviil fontos tétel allitAsdnak lényege az, hogy az eredd er6 munkéja
kovetkeztében a testre atvitt energia a test mozgasi energiajat noveli. A tételt
az energia és a munka definicidjanak ismeretében Newton masodik torvé-
nyébdl vezettikk le. Bar a XF = ma torvény és a munkatétel lényegében az
eredd er§ egy pontszerti testre gyakorolt hatasat fogalmazza meg, mégis kii-
16nboz6 tartalmiak. A Newton masodik torvény vekforegyenletre, a munka-
tétel pedig skaldris reldciora vezet. A skaldris egyenletek matematikai keze-
lése gyakran sokkal egyszeriibb, mint a vektoregyenleteké. Figyeljiik meg
ugyanakkor, hogy bar a munkatétel nem bizonyitja, hogy az energia minden
kériilmények kozott megmarad, a tétel eredménye dsszhangban van a meg-
maradasi tétellel. (Az energiamegmaradas torvényével a kovetkezd fejezet-
ben foglalkozunk.) Az az energia ugyanis, amit a munkavégzéssel atadunk
egy pontszer(i testnek, pontosan megegyezik a test mozgdsi energidjanak
novekedésével.

6-6 PELDA

4 kg tomegi test 2 m/s kezdeti sebességgel mozog egy surlodas-
mentes, vizszintes feliileten. a) Mekkora munkavégzéssel novelhetd
a test sebessége kétszeresére? b) Hatarozzuk meg az ehhez sziiksé-
ges ered6 erdt, ha a sebességvaltozas 6 m-es Uton kévetkezik be!

MEGOLDAS
a) Induljunk ki az altaldnos fizikai torvénybdl — a munkatételbol:
Az eredd eré munkaja = % mv® ——mve
Az adatok behelyettesitése utan:

= LoV y= ok [4212 —[23J2 "
2 . 2 s s

=24,0Nm=24,07

b) A munka W= Fx definiciés egyenletébdl F erdt kifejezve felir-
hato, hogy
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_W _24 Nm
x 6m

F

=4,00N

Az ered6 eré a Newton-torvény és a kinematikai egyenletek

felhasznalasaval is kiszamithato. Induljunk ki a
vi=vi+2a(x—x,)

kinematikai egyenletb8l, és ebbdl fejezziik ki az a gyorsulast,
majd helyettesitsiik be az adatokat:

l'l‘l.2 I'Il2
457 |imss| 20
-t o)

= = s g
2(x—x,) 26m-0)  s?

Ekkor a ZF = ma torvénybdl azt kapjuk, hogy

F= (4kg)(1ﬂzj =4 N
§

6-7 PELDA

Kezdetben nyugalomban 1évé induld m tomegli tégla pusztin a
gravitcios erd hatasara szabadon esik. Mekkora a tégla sebessége
tavolsag megtétele utin?

MEGOLDAS

Esés kozben csak a gravitdcios erd hat a téglara. A munkatétel sze-
rint az ered eré munkaja megegyezik a tégla mozgasi energidjanak
megvaltozdsaval.

1 1 2

W=—mv’——my,
2
3 L o
Mivel v, =0 heh = 5 mv- —0.
Az egyenletet atrendezve, a v sebességre a kovetkez6 Osszefliggés
adodik:
v=a/2gh

Vegyiik észre, hogy a sebesség nem fligg a tomegtdl, azaz (ha a
légellenallas elhanyagolhat) a szabadon esd testek nemcsak allan-
d6 gyorsulissal esnek, hanem azonos tdvolsdgon, nyugalombél in-
dulva azonos sebességre is gyorsulnak fel.

A mozgési energia kovetkeztében a mozgo testek mds testeken munkat
végezhetnek. Ennek megértésére gondoljuk végig azt az esetet, amikor egy
test pl. a keziink F er6 kifejtésével megallit egy mozgd testet. Newton har-
madik térvénye értelmében a mozgd test is F erével hat a keziinkre. Amig a
test mozog, addig ez az er6 munkat végez a keziinkoén. Ez a munkavégzés
pontosan egyenld a test eredeti kinetikus energidjaval. fgy a mozgo testek
kinetikus energidja éppen azzal a munkdval egyenld, amit a test végezhet,
mig nyugalomba jut.

A most leirt folyamat j6 példa két rendszer kozotti energiacserére. Az a
W munka, amelyet egy kiilsé eredd er§ egy testen akkor végez, mid6n azt a



6.4 A kinetikus energia és a munkatétel

129

nyugalmi helyzetbdl felgyorsitja, egyenld a testnek atadott al = Lmv* ki-
netikus energidval. Megforditva, a nyugalmi helyzetig lassul6 test éppen
W =Lmv? munkit végez az 6t lassitd masik rendszeren. A kdvetkezs feje-

zetben megmutatjuk, hogy a fenti folyamatok specidlis esetei az altalanos
energiamegmaradasi térvénynek, amely a rendszerek kézott munkavégzéssel
végbemend energiacserét irja le.

A korpalydn mozgo testek esetén a munkatételt érdemes kiilon is taglal-
ni. Ha a test sebessége allando nagysagn, akkor a ra haté ered er (a centri-
petdlis er6) a mozgds irAnyara merdlegesen, sugir irdnyban befelé mutat.
Mivel a munkavégzés csak akkor nem zérus, ha az erénck van a mozgas iré-
nyaba es6 dsszetevéje, adodik, hogy a centripetdlis eré nem végez munkdt a
testen, és a tbmegpont mozgasi energidja és sebességének nagysiga allandé
marad. Amennyiben a korpalyan mozgé részecske sebességének nagysaga is
valtozik, akkor Iéteznie kell tangenciélis er6komponensnek is. Kizédrolag az
er§ tangenciilis dsszetevGjének a munkdja okozza a mozgédsi energia meg-
valtozasat. (Lisd még a kényszererSkre vonatkozo 1. 1dbjegyzetet!)

A mozgisi energia megvaltozasa valtozo6 eré hatisara

Térjiink vissza ismét a 6-15 dbran vézolt egydimenziés esethez, tételezziik fel
azonban, hogy az erd viltozik a. tivolsdg fliggvényében, azaz legyen
F=F(x). Osszuk fel a teljes elmozduldst olyan kicsiny részekre, hogy az
egyes elmozdulasrészek mentén az erd és igy a gyorsulds is kozelit6leg al-
lando legyen. Alkalmazzuk ezutin az el6zéekben kapott dsszefiiggéseket. A
kicsiny Ax tdvolsdgon végzett AW munkat a

AW = F(x)Ax

formulaval szamithatjuk ki. Felhasznalva, hogy F = mAv/At, ahol Av a moz-
gas sordn bekovetkezd sebességnévekmény, azt kapjuk, hogy

AW = mﬁAx :.'mAvﬂ
At At

Ax
azaz A= mAvE (6-20)

A Ax/At mennyiség éppen a mozgd test Ar idStartam alatti dtlagsebessége.
Ha a sebesség egyenletesen valtozik v,-r6l v-re, akkor atlagértéke:

Ax _ (v+v,)
At 2

Behelyettesitve ezt és Av=v — v, kifejezést a 6-20 egyenletbe, a AW elemi
munka a kovetkez6képpen fejezhetd ki:

1
AW=%m(v—vD)(v+vU) =5m(v2 -v,7)

Az a helyr6l b helyre elmozdulé testen végzett teljes munka a kicsiny Ax
szakaszokon végzett elemi munkak Gsszege

W= (aW),

i=a

A kifejezés jobb oldalat kifejtve azt kapjuk, hogy

W =%m[(v12 —1;)u2)+(v22 —v,1)+...-i-(vb2 —v,,_,z)]

ami mutatja, hogy az eredménybdl a kezdeti és végsebességet tartalmazo
tagok kivételével minden mas tag kiesik, azaz
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1 1
W=—mv,” ——mv,’
2 2

Tehat az eredd erd 4ltal egy tomegponton végzett munka egyenld a test moz-
gasi energidjanak megvaltozasival akdr valtozik az erd, akar nem.

A munkatétel levezetése integralszamitassal

Tekintsiik a hely fiiggvényében valtozo F(x) erét. Az ilyen ered6 eré hatisara ‘
x = a-t6l x = b-ig elmozdulé testen a munka veégzes: 1

W=iF(x) dx

Tudjuk, hogy F(x) = mdv/dt. Alkalmazzuk a dv/dt deriviltra a ldncszabdlyt
(G-I fliggelék 11. szabily)

—_— e — =y —

dt dx dt dx

és helyettesitsiik be az eredményt az F(x) = mdv/dt egyenletbe. (Felhasz-
naltuk, hogy v = dx/dt.) Azt kapjuk, hogy

F(x):miiK:mv— \
dt dx

fgy a munkdra alkalmazva a G-II fiiggelek 5. szabalyat az adodik, hogy ‘

b b . b = b : e : ‘
W:jF(x)deImvde=.[mvdV= m7 :Emvb "Em"a

A 6-16 abrénak megfelel@en egy 500 kg tomeg(i hullamvasiti kocsi
elhanyagolhat6 strloddsii, gorbevonali palyan mozog. Sebessege
az A pontban 3 m/s. Mekkora sebességgel érkezik a kocsi a palya C
tetGpontjara?

MEGOLDAS

A kocsin csak a gravitacios er végez munkit. (A palyatol kifejtett

normélis irdnya N erd — amint azt az 1. libjegyzetben kifejtettitk — |

kényszererdé. Minthogy N merdleges a mozgas irdnyara, munkat

nem végez.) Alkalmazzuk a munkatételt a gravitacios er6 munka-

jara:
1 1 2

W =—mv’ ——mv,
2

2
1 5 2
mgh:Em(V -vy)

A teljes fligg6leges elmozdulas i =20m —7m = 13m. Az egyen- ‘
letbél kifejezve a v sebességet felirhatd, hogy : ‘

2
v=l2gh—v, = 1/2[9,8-’92—](13111)—(32) 165
S S S
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A v=3 m/s

6-16 abra B
A 6-8 példihoz.

6-9 PELDA

A 6-17 4bra szerint 2 kg tomegfi test a kovetkezo erGk hatasa alatt
csuszik egy sima lejtén: a gravitacios erd, a Hooke-torvény (k= 50
N/m) szerint viltozé rugéer8, egy dllandd £, =40 N kiils6 erd és a
lejté 4ltal kifejtett normalis iranyh kényszererd. A test nyugalombol
indul tigy, hogy a rugd éppen feszitetlen. Hatdrozzuk meg a test se-
bességét a munkatétel segitségével abban az id6pontban, amikor
eredeti helyzetéb6l 30 cm-rel mozdult el a lejt6 mentén felfelé.

MEGOLDAS

A munkatételben az erSk ereddje szerepel, ezért eldszor a test vek- -
torabrajat kell megrajzolnunk (6-17b). A mozgas az x tengely pozi-
tiv irdnyanak megfelelen a lejté mentén felfelé torténik, ezért ha-
tarozzuk meg az eredd erd x irAnyd osszetevdjét.

XF. =F, —mgsin30° —kx
SF. =40N- (2kg)[9,8 E;»](sin 30°) - (50N)x
s
TF_=30,2N—(50N)x

A rugéerd miatt az ered6 er6 LF, Osszetevdje is véltozik a hely
fiiggvényében. Szamitsuk ki a jobb oldal két tagjanak munkdjat
egymastol fiiggetleniil! A 30,2 N értékii allando erd munkéja:

W, = F,x = (30,2N)(0,3m) = 9,06 J

A rugberd munkdja negativ, ha a test felfelé mozog a lejtén, hiszen N
a rugberd a mozgds irdnydval ellentétes. A 6-16 egyenlet szerint a Fy
rugderd munkéja a [0,x] intervallumon trtén6 elmozdulds sordn : o
e
=1/ 2kx". Igy 0 s25%
1 1 N
W =-[lkx2—~h§]=—[—[50—J(o,3m)2 —0}=—2,251 .
. ) D 2 m mg sin 6
(b)

Az eredd eré teljes munkdja ennck megfeleléen 9,06 J—2,25J=
= 6,81 J. Helyettesitsiik be ezt az értéket a munkatételbe:

2 6-17 abra
A 6-9 példahoz.

mg cos f

o S : 1
Az eredd erd munkdja = = mv® = mv,
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Fy
Ekvipotencialis

feliilet

—_— I—USEO

0
6-18 abra

A vizszintesen egyenletesen mozgo
testen az F, kiilsd erd nem végez
munkat, hiszen

W =F, - Axk = F,(cos 90° )Ax =0.
igy vizszintes feliileten a test az y = 0
szinthez képest 4lland6 helyzeti ener-
giaval rendelkezik. Ha g llando, ak-
kor minden vizszintes feliilet kiilén-
bbz6 energiajl, de ekvipotencialis
feliilet.

6,81J= %(2 kgyv’ —0.

Az egyenletet dtrendezve a v sebesscgre, azt kapjuk, hogy

p ,6,81—1— S
kg S

Megoldas az integralszamitas felhasznalasaval

Mivel mind EF, mind dr az x tengely pozitiv irdinyaba mutat, azt
kapjuk, hogy

W=[ZRdx= [ Fdx
W= 0j3[30:2— SOx] dx = [30,236 i 25x2] 2,3

0

w =[(30,2)(0.3)~ (25)(0.3)’]-[0] = 6,813

(Az egyenletekben a mértékegységeket az egyszeriiség kedvéért el-
hagytuk.) A megoldéds innen az el6z6 valtozathoz hasonloan foly-
tathato.

6.5 A helyzeti (potencialis) energia

Sok esetben a rendszerre hatd er6k munkdja nem a rendszer kinetikus energi-
ajanak novekedésében jelentkezik, hanem ehelyett egyéb, konnyen vissza-
nyerhet6 forméban tarolédik. Ha a rendszerben tdrolt energia nd, akkor
megnd a rendszer munkavégzd képessége (potencialja) is. Ezért a tarolt ener-
giat potencidlis, vagy helyzeti energianak nevezziik és U-val jeloljik.

Tegyiik fel, hogy egy m tomegi testet lassan, 4llando sebességgel flig-
gblegesen y magassigba emeliink. Mivel a testet egyenletes sebességgel
emeljiik, pontosan akkora erdt kell kifejteniink, mint a testre hato mg gravita-
ci6s eré. Amikor a test y magassagba érkezik, akkor a test-Fold rendszer
munkavégzé képessége nagyobb, mint annakel6tte; ha elengedjiik a testet,
akkor az esés soran a gravitacios er8 munkaja kovetkeztében a test mozgasi
energiahoz jut.

A helyzeti energia valtozdsa mindig egy rendszert alkoté részecskék el-
rendez6désének megvaltozasaval kapcsolatos. Amikor az m tomegf(i testet
allandé sebességgel emeljiik, akkor W= (er)-(elmozdulds)=mg y munkat
végziink, a test kinetikus energija azonban nem valtozik. A munkavégzés a
helyzeti energia novelésére forditodik. Mivel a test leejtésekor a Fold elmoz-
dulésa a hatalmas tomeg miatt elhanyagolhato, a test elmozdulasahoz képest,
szokas — kissé pongyoldn — a helyzeti energiat pusztén a test helyzetének a
megvaltoztatasival kifejezni. Elfogadva ezt az egyszeriisitést, az m tomeg U,
gravitaciés potencidlis energidj at a kdvetkezSképpen definialjuk:

Gravitacios
potencialis U=mgy (feltéve, hogy g édllan- .
energia U, afiel Ug =0hay=0 do és az y tengely (6-21)
(a Fold fefszine £ pozitiv irdnya felfelé

s p mutat)
kozelében)

4

A rendszeren végzett munka egy része hové (termikus energiava) alakulhat. A folyamatot a
késébbiekben targyaljuk, most feltessziik, hogy h6 nem fej 6dott.
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Mivel feltételeztiik, hogy g allando, ezért az a munka, amit egy tdmeg 3
m-16l 4 m-re emelése sordn végziink, egyenld azzal a munkdval, amit az 5 m-
rél 6 m-re térténd emeléskor végziink. Ily modon csak y megvaltozasa lénye-
ges. Nyilvanvalo, hogy ha egy tomeg / magassagban van az asztal lapja fe-
lett, akkor U, =mgh az asztal lapjéhoz képest, de természetesen a potencialis
energia a padlohoz képest mar mas értékkel rendelkezik. Igy U, esetén csak a
valtozas jatszik fontos szerepet, s az U,= 0 érték a rendszer tetsz6leges he-
lyéhez hozzéarendelhetd. A zérus energiaszintet célszerii ugy megvalasztani,
hogy a vizsgdlt tomeg szoba joheto legmélyebd helyzetének feleljék meg.
Adott feladatok megolddsa sordn a zérus-szintet mindig ki kell jeléIniink.

A graviticios pontencidlis energia csak fiiggdleges iranyt elmozduldsok
esetén valtozik (az erd fuggdleges, az elmozdulés pedig vizszintes, igy nincs
munkavégzés). Ha egy test a Fold felszinével pdrhuzamosan (x irdnyban)
mozog, akkor U, nem valtozik. Segiti gondolkozdsunkat, ha kijel6ljiik az
ekvipotenciilis feliileteket, azaz azokat a feliileteket, amelyek mentén a gra-
vitdcios potencidlis energia allando (6-18 dbra). Ezek az ekvipotencidlis fe-
lilletek parhuzamosak a Fold felszinével.

6-10 PELDA

Egy bolti eladoé hat doboz, egyenként 120 N silyl konzervet tesz
tel a padlorél a 130 cm magas polcra. Mennyi munkat végez?

MEGOLDAS

Az elado altal végzett munka megnoveli a konzervdobozok helyzeti
energiajat. A dobozok teljes stilya 6-120 =720 N. A helyzeti ener-
gia 0 szintjét a padl6 szintjének megfelel6en valasztva (6-19 4bra)
szamitasainkat a kovetkez6 sorrendben végezhetjiik:

W=AU,
W=mgy-0

atszamitasi tényezd

W= (720 N)-130 o | —2
100 cm

J =936 Nm.

A megfeszitett rugé helyzeti energidja

Helyzeti energia tiroldsara alkalmas rendszer pl. egy idedlis rugo, amely a
Hooke-tovény szerint . = — kx er6t fejt ki. A 6-20 abran az origét a nyugal-
mi helyzetben 1év6 rugo szabad végénél vettiik fel. Az F,=kx kiilsd er6 mun-
kdja midén a rugét x = 0-r6l x = x-re fesziti, az F'= F(x) gérbe alatti hirom-
szOg teriiletével egyenld. Ez a teriilet W =L kx, -x, = izloclz . Az integralsza-

mitas felhasznalasaval ugyanezt az eredményt kapjuk:

b 1 SR 1
w=]F, dxzjkxdxz[ikxz} =S} 0=
0 1] "

Ez a munka egyben a megfeszitett rugoban tarolt U/, rugéenergidjat is jelenti.
Idedlis esetben ezt a tarolt energiat kaphatjuk vissza, ha a rugé ésszenyomva
valamilyen kiilsé testre 7, rugoerét fejt ki, s azon munkat végez. Hasonlo
gondolatmenet alkalmazhaté a rugé 6sszenyomaséara vonatkozoan, amikor a
szabad vég az x = 0 helyr6l x = —x, helyre mozdul el. A rugo U, helyzeti
vagy rugéenergiaja tehat az

— U.=0

{ 0l

6-19 abra
A 6-10 példahoz.

) X
(U600t

(nyugalmi helyzet) Fj—kx

6-20 abra

A arnyékolt teriilet azt a munkat rep-
rezentilja, amit egy Hooke-torvény
szerint miikddd rugoé nyhjtasa sordn
végziink. A satirozott haromszog te-
rillete az x, és kx, oldala téglalap te-
rilletének fele, azaz 1/2(kx,?).
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A megfeszitett Boil, (6-22)
2 : U =—kx

rugoban tarolt T

helyzeti energia (ahol k a rugballandd és x a nyugalmi helyzett]

meért megnyilds vagy 6sszenyomodds)

Osszefuiggéssel adhaté meg.

Mikroszképikusan szemlélve a rugoenergia a rug6 atomjai kozotti ko-
téstavolsagok megvéltozdsa miatt tarolodik. Ha ugyanis az atomok kozotti
tavolsagok a rugd megnyuldsa vagy Gsszenyomdsa miatt valtoznak, akkor az
egyes atomok kozotti elektrosztatikus potencialis energia is megvaltozik. igy
végsd soron a rugbenergia is arra vezethetd vissza, hogy a rendszer elemei-
nek (a rugd atomjainak) az elrendez8dése megvaltozik a feszités soran.

A kovetkezd fejezetben megmutatjuk, hogy a potencidlis energia és bi-
zonyos, in. konzervativ erdk kozétt kapesolat van, s ez fontos szerepet jatszik
a mechanikai rendszerek vizsgalatiban.

6.6 A surlodasi erd és a sirlodasi ho

Az el6z6ekben olyan példakkal foglalkoztunk,-ahol a rendszeren végzett
munka a olyan tarolt U potencidlis energiaként jelent meg, amely a rendszer
fizikai konfigurici6jaban (elrendezddésében) el6allo valtozasok kovetkez-
ménye. A tarolt potencidlis energia konnyen visszanyerhet6, ha a rendszer
eredeti allapotara, visszaallva munkat végez egy mdsik, kiilsé rendszeren.
Most olyan példit targyalunk, amikor az energia olyan alakban tarol6dik,
hogy nem nyerhetd vissza egykonnyen. Ezt a térolt energiat belsé vagy ter-
mikus (h6) energidnak nevezziik, s a mechanikaban tobbnyire csiuszd surlo-
dds eredményeként jon létre. (Ha két tenyeriinket jo er6sen osszeddrzsoljiik,
akkor jelentds h6 keletkezik, ami bizonyitja, hogy a munka hévé alakithato.)
A folyamat megforditasa azonban nehéz, a belsd energia valtozasanak teljes
visszaalakitdsa mechanikai munkavégzéssé problematikus. Az energia egy
része tobbnyire hd formajaban marad’ . Emiatt a sarloddsi er6t gyakran disz-
szipativ erének nevezziik, hiszen a mechanikai energidt nehezen vissza-
nyerhet8, ill. mas energiaformava nehezen 4talakithato energiaba viszi at.

Ha két csuszo feliilet kozott surlodas 1ép fel, akkor mindig keletkezik
bizonyos mennyiségii termikus energia, s ennek hatisara emelkedik a csuszo
testek homérséklete. AlapvetSen a termikus (bels6) energia a testeket alkoto
részecskék véletlenszeri mozgasdbol szirmazd mozgisi és helyzeti energia
dsszege. A sirlodasi munka az egyik olyan lehet6ség, amellyel a rendezetlen
mozgas novelhetd.

A fizikdban a bels§ energia és a hé jelentése, amint azt a kdvetkezd de-
finiciok mutatjak, kiilonbdzd.

Bels6 Az atomok és a molekuldk rendezetlen mozgasaval kap-

energia csolatos mozgasi és helyzeti energia osszege. Gyakran fer-
mikus energidnak is nevezziik.

Hé A kizdrélag hémérsékletviltozas kovetkeztében az egyik

rendszerrdl a masik rendszerre dtvitt termikus energia.

igy a termikus (belsé) energia a ,, testekben trolt energiat” jelent, mig a hd
kifejezés azt az energiadtviteli folyamatot takarja, amikor az egyik rend-
szerr6l a masikra termikus energia keriil at.

Bir a véletlenszer(i mozgas kinetikus energidja része a termikus energi-
4nak, ez az energia belsé energia és kiilonbozik egy v sebesseggel mozgo

5

A termikus energianak munkavd alakuldsa a termodinamika targya (19-23. fejezet).
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makroszkopikus test kinetikus energiajatol. A (mechanikai) mozgdsi energia
kifejezés mindig egy tomegnek mint egésznek makroszkopikus mozgasira
vonatkozik, mig a termikus vagy belsé energidt a részecskék mikroszkopikus
mozgasival kapcsolatban hasznaljuk. igy egyik esetben rendezett mozgdsrol
van szo, amikor egy test sszes atomja ugyanabban az iranyban mozog, mig
a masik eset az atomok rendezetlen mozgdsat jelenti.

A shrlodési erd hatdsara keletkezd termikus energia meghatirozasira
tekintsiink egy testet, amelyet érdes, vizszintes feliileten allandé erével ha-
zunk (6-21 dbra). A test Ax elmozdulésa soran AW, = F Ax munkat végziink.
Minthogy a test gyorsulasa zérus, F, =f,, vagyis a strlodasi er6 az altalunk
végzett munkdval egyenlé nagysigh, de negativ munkat végez a testen:
AW =—fA. A test kinetikus energidja, minthogy sebessége dllando, nem vdl-
tozik. A csuszas folyamén azonban E, termikus (belsé) energia keletkezik,
ami éppen egyenld az altalunk végzett munkaval. A bels6 energiat az f, sur-
16dasi erdvel is kifejezhetjiik, hiszen rnagysdga éppen megegyezik a surlodasi
munkaval:

Termikus energia (E,)
(a csuszo surlodés sordn AE, =—f Ax (6-23)
keletkezik)

Ugyeljiink az U, és U, mechanikai potencidlis energiak (ezek konnyen
atalakithatok munkava vagy mozgdsi energidvd) és az E, termikus energia
megkiilonboztetésére. Az utobbi belsd energia és az atomok és molekulak
véletlenszerli mozgasdbol szdrmazik, s nem konnyd mas, pl. mechanikai
energia formava dtalakitani.

6-11 PELDA

Egy m tomegfi testet a 6-21 abrdn lathaté modon vizszintes irdnyq,
F =6 N nagysagi erével 3 m tdvolsigra hizunk el llandé sebes-
séggel. Milyen energiavaltozdsok mennek végbe?

MEGOLDAS

Mivel a test sebessége allando, az F er6 nagysaga megegyezik az f,
surlodasi erGvel. Az F er6 a testen

AW, = (F)(Ax)=(6N)3m)=1801]

munkat végez. Ennek soran a surlodasi erd

AE, =(fi (Ax)=(6 N)3m)=180]

termikus energidt (h6t) ad at a cstszd feliileteknek.

A kiilsé er6 munkat végez a testen, tehat energiat ad at neki. Hova
lesz ez az energia? Nem valtozik sem a graviticiés potencialis
energia (hiszen a test nem emelkedik), sem pedig a kinetikus ener-
gia (hiszen a test sebessége alland6). Sz6 sem lehet rugdenergiarol
sem. Az egyetlen energiavaltozas a bels6 energia ndvekedése. Arra
kell tehat kovetkeztetniink, hogy az F kiils6 eré munkdja a strloda-
si er6 kozvetitésével bels6 energiava alakult.

A munkatétel természetesen teljesen dltalanos érvényii és akkor is
fennall, ha a gyorsulé mozgas strlodas jelenlétében zajlik. Ezt mu-

6-21 abra
A 6-11 példahoz. A testet dllando se-
bességgel hiizzuk.
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— e T e e e

tatja be a kovetkezé példa. Egy 2 kg tomegii testet 6 N vizszintes
er6vel hiizunk a padlén. A sarlédési er6 4 N. Mekkora a test sebes-
sége 3 m Ut megtétele utdn? (6-22 dbra), ha kezdetben nyugalom-
ban volt?

MEGOLDAS

1. Médszer: A testre vizszintes irdnya

6-22 abra IF, =(6N-4N)=2N
A 6-12 példahoz.

eredd erd hat.
Alkalmazzuk a munkatételt.

Az eredd erd munkdja = AK
2H(x)= %(mv2 = mv02 )

Figyelembe véve, hogy v, = 0, az egyenletbdl kifejezhet a v sebes-
ség:

&< ‘F(F)m _[2eNBm) ) yom
m V 2kg s

2. Médszer: Az eredmény helyességének ellendrzésére oldjuk meg
a feladatot Newton masodik torvényével és a kinematikai egyenle-
tek felhasznaldsdval is. Az eredd erd 2 N, igy a test a, gyorsulasa

oDl m
a, —_— =
m. 2kg s?

Helyettesitsiik be ezt az értéket a kinematikai egyenletbe:

) 2
Y=y khdax

y? =0+ 2(13‘%](3 m)= 6[1“»J
) S

A megoldas a kovetkez6:

6.7 A munkatétel atfogalmazasa

A mechanikaban gyakori és megszokott helyzet az, hogy egy rendszeren va-
lamilyen kiils erd munkét végez és ily médon energiat ad at neki. Ez tortén-
het példaul Ggy, hogy a rendszert kotéllel huzzuk, vagy mas médon gyako-
rolunk ré tol6 vagy hiizé erét, de barmely mas kiils6 rendszer altal gyakorolt
eré munkavégzéssel energiat vihet at a vizsgdlt rendszerre. A rendszerben
magdban is ébredhet természetesen gravitacios, rugalmas vagy surlodasi erd.
Ezek azonban belsé erdk, s most a kiilsé erd hatdsdra Osszpontositunk. A

6-23 abra 6-23 4bra egy kiilonboz belsé eréket tartalmazo rendszert mutat be, amelyre
A ,rendszer” az m tomegii test ésaza  egyetlen F kiils8 erd hat.

kornyezete, amelyben a rugberd, a Ha egy rendszeren adott kiils6 eré végez munkat, akkor a munkatétel
lejtén ébredd erdk, beleértve a strl6- kissé 4tfogalmazva a megszokottdl eltérden is felirhato. Ebben a formajiban
dasi erft, és a gravitdcios er6 bels6 lényegében azt fejezi ki, hogy energia nem keletkezhet és nem semmuisiilhet
erknek szamitanak. Az F,-erd az meg, azaz ha kiilsé forrdsbol valamilyen energia keriil egy rendszerbe, akkor

egyetlen, ami kiviilr§l hat a testre. az megvdltoztatia a rendszer mozgdsi, helyzeti vagy belsé energidjdt. Ennek
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bizonyitdsdra induljunk ki a (6-19) egyenlettel megfogalmazott munka-
tételbdl. Eszerint a kiils§ er6k ereddje dltal végzett munka megegyezik a test
kinetikus energidjanak megvaltozdsdval. A 6-23 dbran lathaté m tomegii
test esetén (ezt a testet most olyan rendszer részének tekintjiik, amelyben a
lejté altal kifejtett kényszererd, a gravitacids er8 és a rugberd belss erének
szamit)

[A testre hato er6k ereddjének munkaja] = AK
F, x+F, -x+f, -x+[Fk -x] =AK
Az F, kiilsé }

eré munkdja

(AU ) +(=AU, )+ (-AE, )+[
Atrendezve az osszefliggést:

Adott F kiilsé erd altal
a testen végzett munka

A munkatétel (ez az erd kiilonbozik

(atfogalmazott vilto- azoktél, amelyek mun- W, = AK + AU, + AU, +AU,

zat) kajit a jobb oldali ener- (6-24)
giatagokkal mir figye-

lembe vettiik)

Hasonlitsuk 6ssze a munkatételnek ezt a formajat a /25. oldalon taldlhato (6-
19) egyenlettel! Vegyiik észre, hogy a (6-19) egyenletben a testre hatd dsszes
erék munkdja szerepel, mig a (6-24) egyenletben egyetlen F, er8 munkajat
emeljiik ki. Ezt az erdt vilagosan elkiilonitjiik és egy kiilsé rendszer hatdsa-
nak tekintjitk, bar felléphet még gravitacios, surlodasi, rugberd vagy tovabbi
mas erd is. (Ezeket az utobbiakat most a rendszerhez tartozé eréknek tekint-
jik.) Az F, er6 azonban nem lehet kapcsolatban egyetlen, a 6-24 egyenlet
jobb oldaldn szerepld energiatagpal sem.

Végiil megemlitjiik, hogy AE, mindig pozitiv mennyiség, mert a tisztdn me-
chanikai valtozisokban a termikus energia nem csokkenhet.

6-13 PELDA

A 6-24 dbran 1athaté doboz 2 m/s kezd6sebességgel mozog a viz-
szintes talajon; A doboz és a talaj kozott a csuszo sirlodasi egyiitt-
haté 0,2. A dobozra 4 m hossziisigi Gton a mozgias irinyéban
F, = 10 N vizszintes er6 hat. Mekkora a doboz végsebessége a 4 m-
es it megtétele utan?

MEGOLDAS

A 6-24 abran lathat6 a feladat vektorabrija. A fiiggéleges erkompo-
nensek dsszege zérus, igy N = (3 kg)(9,8 m/s?) = 29,4 N, kovetkezés-
képpen a csiiszo6 surlodasi erd f; =AN=10,2 (29,4 N) == 5,88 N. Al-
kalmazzuk a munkatétel (6-24) szerint atfogalmazott valtozatit.

[Az F, kiilsé er§

=AK+AU +AU, +AE,
altal végzett munka el

1
F, -d=5m(v2 —v,*)+0+0+ 1, -d

Behelyettesitve az adatokat és atrendezve az egyenletet a v sebes-

ségre a kovetkezd dsszefiiggést kapjuk:
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m

v? :E[Fk -d+%mv02—fk -dil

22)942 1 i : B
s [(10N)(4m)+2(3kg)[2 SJ (5,88N)(4m)}
v ST
]

6-14 PELDA

A kovetkezd feladatban az energia minden eddig targyalt alakja
szerepel. A 6-25 dbran lathato 30°-os lejtén fekve testre a lejto ira-
nyaval parhuzamosan felfelé 30 N nagysagt kiils6 er6 hat. A test és
a lejt6 kozott a csiszo surlodasi egyiitthatd p, =0,3. A test egy
k=40 N/m rugoéallandéji rugdval rogzitjiikk, ¢s a koordinatarend-
szert ugy vessziik fel, hogy a nyugalmi helyzetben x, — 0. Mekkora

588 N

294N lesz a test sebessége, miutdn 0,2 m-t haladt felfelé a lejton? Oldjuk
(b) meg a feladatot a munkatétel (6-19) ¢s (6-24) alakjaval is.
6-24 dbra MEGOLDAS

A 6-13 példahoz.

1. mddszer: A (6-24) egyenletet alkalmazva, az F kiils6 er6 mun-
kajat a rendszer kiillonbdzd energiafajtidinak megvaltozasival tesz-
szilk egyenl6vé. Mivel a graviticiés potencidlis energia is valtoz-
hat, ki kell jeldlniink a zérusszintjét. Ezt a szintet a test nyugalmi
helyzetében vessziik fel: U, = 0.

Az K, kiils6 eré
3 =AK+AU, +AU, +AU,
munkéja
Loy I
(F)(x)=5mv +mgh+5kx + fix (6-25)

A test fiiggbleges emelkedése 7 = x sin 30°=0,2 m. sin 30°=0,1 m.
A strlodasi eré a vektorabra alapjan hatdrozhato meg;:

fy =1, N = 1, (mg cos 30°) = (0,3)(2 kg)(9.8—=)(cos30°) = 5,1 N
S

Behelyettesitve ezeket az értékeket a (6-25) egyenletbe, azt kapjuk,
hogy

(30N)(0,2m) = % (2kg)(v2)+(2 kg)(9,8 Sﬂz](o,l m)

+l (40 E-](O,M m?)+(5,1N)(0,2m)
2 m

6,0Nm = (1kg)(v*) +(2 kg)(Q,SﬂzJ(O,I m)
5

Ebbol:




2
majd gyokot vonva: v= 1,2,22(-?} = 1,4913—

2. modszer: A munkatétel (6-19) alakjanak felhasznalasdhoz hata-
rozzuk meg az eredd erdnek a mozgas iranyaval parhuzamos 6sz-
szetevGjét. A vektordbra szerint:

2F =30N-/x—p, N —mgsin30°

ahol p, N = i, (mg cos30°) = (0,3)(2 kg)(Q,SﬂzJ(cos 30°)=51N
S
; ! AR\
€s mg sin30° = (2 kg)[9,8—2](sm 30°)=9,8N
8

, N
Igy IF, =30 N-(4O —Jx—S,lN—9,8Nz[15,1—40x]N
m
(ahol az x tavolsdgot méterben mérjiik).

A ZF, ered§ eré a rugoerd miatt az x tavolsag fiiggvényében lined-
risan valtozik. Mivel x = 0 helyen a kezdeti érték

(Fcrcdi‘i)o o [15;1_40(0)] = 15,1 N.

az x = 0,2 m helyen felvett értéke pedig
Fioos =[151-40-(0,2)]= 71N ,

Ezért az erd dltal végzett munka a fenti linearis fliggvény alatti te-
rilletnek ezen hatirok kozotti része:

A téglalap teriilete: TANx02m =142 Nm
A haromszog tertilete: 1/2 X 8,0N xX0,2m =0.80N-m
A teljes teriilet =2,22 N-m

Behelyettesitve ezt az értéket a (6-18) munkatételbe, azt kapjuk,
hogy
: [Az eredd erd munkaja] = AK

1 1 2
2,22Nm = (—my* ——
m (zmv 2mv0 )

2,22Nm = B (2kgw? - 0]

2
. 222N
e y2 = 222Nm _ z,zz[ﬂ]

2
Elvégezve a gyfkvondst: V= 2,22[2] = ],49E
U s ]

Megoldas integraldssal:

Az eredd er6 munkéja (a gorbe alatti teriilet) a

W=|F dr

eredd

integrallal is meghatdrozhato. Mivel mind F, mind dr az x tengely

pozitiv irAnyaba mutat €s cos 0° = 1, ezért
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a) karugoallando, p, a test és a
lejtd kozotti cstiszo sarlodasi
egyiitthato.

#xN  mg cos 30°
b) A test vektorabrija

c) A testre hato eredd er6 XLF, ab-

rdzolasa a koordinacios rend-
szerben.

6-25 4bra
A 6-14 példahoz.
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W e Rl e e e e

W=|F,dc= 0f[ls,l- 40x] dx

0

Elvégezve az integralast (G-1I fiiggelék) és behelyettesitve a hatd-
rokat, adodik hogy:

W =[15.1x-20x2] " =[3,02-08]-0=2,22Nm

A megoldas tovabbi része azonos a fentiekkel.

6.8 Belsd energiaforrasok

Egyes esetekben a rendszerrel kozolt energia forrasai nem nyilvanvaloak.
Tekintsiink pl. egy vizszintesen gurul6 kocsin elhelyezked§ kislanyt. Ha a
kislany gy jon mozgasba, hogy elloki magdt egy rogzitett faltél, akkor,
amint azt a 6-26 dbra is mutatja, a kiils6 er6 1ényegében a kislany-kocsi rend-
szerre hat. Ugyanakkor, noha a rendszer mozgési energiéhoz jut, az F, kiilso
erd nem végez munkat, hiszen a fal elmozduldsa zérus. Honnan szarmazik a
mozgdsi energia? Ebben az esetben a kislany izmainak a munkajatol. Az
energia most belsé forrasbol szarmazik. A helyzet bizonyos értelemben ana-
16g azzal, amikor egy Osszenyomott rugét engediink munkavégzés koézben
,.szétugrani”.

A belsé er6k munkéjéra (jabb példa a guggolasbol valo felallas. A gra-
vitacios potencidlis energia novekedését ebben az esetben nem a talaj éltal a
labainkra kifejtett kiilsé eré munkéja fedezi, hanem izmaink belsé munka-
végzésébol szarmazik.

Fy
6-26 4bra B A%
Az dbra olyan kiilonleges esetet mutat,
amikor az F, kiils§ er6 nem végez o
munkat a rendszeren. A rendszer
mozgési energiajat a kislany izomte- a) A kezdetben nyugalomban b) A kislany-kocsi rendszer
vékenysége és az ehhez sziikséges levé kislany uigy jon moz- vektordbraja.

gasba, hogy elloki magat a

bels6 energiaforrasok fedezik.
rogzitett faltol.
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P

y
cliencleses

Egy ember két embernyi sulyt képes a
vallin megtartani. A méretardnyra
vonatkoz6 kévetkeztetéssel arra jut-
hatunk, hogy a lilliputiak latvanyos
mutatvanyra képesek — 24 tarsuk si-
lyat birjak el, mig az 6rids
brobdingnagiakbdl hatan kellenek
ahhoz, hogy egyetlen tarsukat fel-
emeljék.

Gulliver

brobdingnagi

lilliputi

A testsily a hosszméretek harmadik
hatvanyéval valtozik, mig a csontok
szilardsaga a linedris méret négyzeté-
vel aranyos. Ezért ha a test hosszmé-
rete nd, a ndvekvo shly tartisahoz a
csontoknak a testtomegbdl egyre na-
gyobb és nagyobb részt kell
elfoglalniok. Bér az abran lathat6
labak hosszanak az aranya 1 és 12
kozott valtozik, itt az egyszertiség
kedvéért ezvenld hosszinak raizoltuk
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Felugras kizben izmaink a tomegkd-
zéppontunk emelkedésével egyenld
tavolsagon végeznek munkat, bar
kozben talpunk mindvégig érintkezik
a talajjal. (Lasd a 10.4 tomegkozép-
pontrdl sz616 fejezetet.) A tomegko-
zéppont ily moédon szerzett kinetikus
energija, miutn a talajtol elvilva
felemelkediink, helyzeti energiava
alakul. A méretaranyokbol adodo
gondolatmenet arra vezet, hogy a fel-
ugrds magassdga fiiggetlen az ugré
testének méretétdl. Az atlétak felug-
raskor kb. 1 m magassdgba emelik
tomegkdzéppontjukat (ez a testmagas-
sdgnak mintegy fele). A lilliputiak
ugyanilyen magasra, azaz testmagas-
saguk hatszorosédra képesek felugrani.
Emiatt a brobdingnagi oridsok viszont
testmagassaguknak csak huszonne-
gyed részét képesek ugrani, ami nem
talsagosan leny(ligozd teljesitmény. Az
allatvilag jol igazolja ezt a torvényt; a
bolha testhosszanak 200-szorosara, a
szicske 30-szorosara, a kutya azonban
mér csak 2-3-szorosara tud felugrani,
mig az elefant ugrasra egyaltaldn nem
képes.

A példak mutatjék, hogy pusztn a kiils6 er6k figyelembevétele gyakran nem
elegend6 a folyamatban résztvevs osszes energiaforrds felderitésére. A mun-
katételben a bels6 energiaforrasok W, munkajat is figyelembe kell venni,
azaz

[Wkﬁlsfs w T Wb] =AK (6-26)

6.9 A teljesitmény

A teljesitmény a ,;munka sebessége”. Sok esetben nem elegendd, ha azt tud-
juk, hogy a munkavégzés hatdsdra milyen sebességet szerez egy test, hanem
érdemes azt is tudni, hogy milyen gyorsan jutott ehhez a sebességhez. Nem-
csak a munkavégzés sordn dtadott 6szes energia érdekelhet benniinket, ha-
nem gyakran a munkavégzés sebessége kiilon is figyelmet érdemel. Egy gép-
kocsit akar a mokuskereket hajtd aranyhdrcsdg is felemelhet néhdny méter
magasra, az emelésre mégis tobbnyire olyan gépet hasznalunk, ahol a folya-
mat gyorsabb, a ,;munkasebesség” sokkal nagyobb. Az ipari tarsadalmakban
a teljesitmény fogalma kiilonosen fontos szerepet jatszik.
Induljunk ki az elemi munka

AW = FAr

definicidjabol, ahol AW az F erd ltal a kicsiny Ar elmozdulas soran végzett
kicsiny (elemi) munka. Ha a Ar elmozdulas At id§ alatt kovetkezik be, ak-
kor a munka id6beli sebessége a

AW _pAr
At At

dsszefiiggéssel adhatd meg. Ha a At idtartam zérushoz tart, megkapjuk a P

e

. AW . Ar
P=lim—=F:| lim— |=F-v

A0 At A—0 dt
aw -
TELJESITMENY e (6-27)
P=F-¥ (6-28)

J6l hasznalhaté fogalom az étlagteljesitmény is, amit agy kapunk,
hogy a hosszabb id8 alatt végzett munkat elosztjuk az eltelt id6vel:

= Munka
1d6

P, = (6-29)
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A teljesitmény mértékegysége az SI-rendszerben N-m/s, vagyis J/s, amit
watt-nak (W)° neveziink, A watt ltaldnosan hasznalt tobbszorose a kilowatt
(kW), ami 1000 watt. Régebbi, de néha még ma is el6forduld teljesitmény-
egység a loerd (hp), amit eredetileg egy atlagos erejii 16 altal hosszabb ideig
szolgdltathat6 teljesitményként definidltak. (Val6jaban a lovak tobbsége en-
nél kissé kevesebbre képes, mig egy ember révid ideig ezt meghalado telje-
sitménnyel is dolgozhat.) A 16er6 definicio6 szerint:

1 hp = 746 watt,

de altalanosan hasznilt gyakorlati szabdly, hogy | hp=3/4 kW. Bar a kilo-
wattot ltalaban elektromos egységnek tekintik, természetesen barmely mas
egységhez hasonldéan a fizika minden teriiletén hasznalhat6. Manapsag a
gépkocsik teljesitményét is a 16erd helyett inkabb kilowattban szokas megad-
ni. (Erre Magyarorszagon torvény is kotelez.) A teljesitményegységek hasz-
nalataban régebben szokasos kiilonbségtételnek torténeti okai vannak, az
elektromos eszkozok késobb fejlodtek ki, és akkor a metrikus rendszer mar
elterjedt, ezért ezekre vonatkozoéan a loer6t sohasem hasznaltak.

Szokdsos energia (és nem teljesitmény) egység a kilowatt-6ra (kW-h), ami
megegyezik azzal a munkaval, amit egy 1 kW allandé teljesitmény(i beren-
dezés 1 ora alatt végez.

6-15 PELDA

Egy farmotoros csonak 16 km/o dllando sebességgel mozog. A viz
ellendllasa 70 N. Mekkora teljesitményt ad le a motor kW-ban?

MEGOLDAS

Mivel a csonak egyenletesen mozog, a motor hiizoereje pontosan
egyenld a viz ellenallé erejével. Igy a motor teljesitménye:

P=F-v=F.vcos 0°=F-v.

Behelyettesitve az adatokat

AtszAmitasi tényezd
ey

m
km o
P=70N-16— | —3 | =311,1 watt=0,311kW
0 km
3’6f
(8]

Egy 60 kg tomegii fiti 2,5 s alatt rohan fel a 3 m magassaga lépeso-
soron. Mekkora atlagos teljesitményt fejt ki?

® Az egységet Sir James Watt (1736-1819), skot feltalalordl, a gézgép feltaldldjdrél nevezték
el. Watt figyelemreméltd eredményeket ért el a kémiaban, a metallurgidban és ezeket al-
kalmazta, a mechanikai mozgisok tanulméanyozdsaban, s az 0j gépek tervezésében. Ren-
geteg szabadalom, kozottiik a gépek sebességszabilyzdjdra vonatkozd fliz8dik nevéhez.
Watt sikeres lizletember is volt, egy kollégdjaval véllalatot alapitott s végiil gazdag ember-
ként vonult vissza. A g6zgép tokéletesitésével kapcsolatos tevékenységét azonban egészen
83 éves kordban bekdvetkezett halalaig folytatta.
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e S T e e e e P e e e
MEGOLDAS

Feltéve, hogy a fili dllando6 sebességgel fut, kinetikus energidja nem
viltozik. Labizmai azonban munkit végeznek, s ez a munka a hely-
zeti energia novelésére forditodik. Az atlagos teljesitmény:

_ Munka mgh
< 1ig .
Az adatokat behelyettesitve
(60 kg)(9,8 %Ja m)
s Nm
Bai= =706 — = 706 W
(2,55) s

6.10 A hatasfok

A gépeket altalaban arra hasznaljuk, hogy valamilyen energiafajtat hasznos
munkéva alakitsunk. A sirlédds miatt azonban a gépek altal végzett munka
mindig kevesebb, mint a gép dltal felhasznalt energia. A gépek n hatasfokdt az

A gép 1 Hasznos munka (6-31)

hatasfoka b Felhasznalt energia

osszefliggéssel definidljuk. A hatisfokot gyakran szdzalékban adjuk meg;
szazalékos hatasfok=n 100%.

Lejtds szallitoszalagot 3 kW elektromos teljesitménytdi motor mi-
kodtet. A szalag aproéra tort kovet szallit 10 m magasra 40000 kg/m
sebességgel. Mekkora a rendszer hatasfoka?

MEGOLDAS

A széllitoszalag altal 1 s alatt végzett munka

(4x10° kg)[9,8 32)(1 0m)

Afh - 360(? 2 J
s
(lh)[ SJ
1h

A betaplalt energia masodpercenként 3 kW = 3000 J/s, azaz a ha-
tasfok:

- amasodpercenként végzett munka 1089 J/s
e a masodpercenként felvett energia 3000 J/s

= 0,363 vagy 36,3 %




6.10 A hatasfok

145

il

Erdekesen targyalja az exponencidlis ndvekedést Ralph Lapp A logaritmikus szdzad cimi
konyvében (Englewood Cliffs, N.J., Prentice Hall 1973). Hasonloan érdekes Albert A.
Bartlett ,,Az energiavalsag elfeledett gyokerei” c. cikke (American Journal of Physics 46,

876 /1978/) és a szerzd szérakoztato, ,,Az exponencialis jov6~ c. cikksorozata, amelyet a
The Physics Teacher 14, 393 (1976)-tol 17.23 (1979)-ig terjed8 szimaiban jelentetett meg.
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6-27 abra

A killonbdz6 energiadtalakitok tipikus
hatasfoka a 99 %-os, nagy hatdsfoku,
hatalmas elektromos generatoroktol az
5%-nal kisebb hatasfoki izz6lampaig
terjed. (Forrés: ,,Az energiaatalakitas”
Claude M. Summers, Copyright 1971
Amerikai Természettudomanyos
Egyesiilet, Minden jog fenntartva.)

| elektromos generator

nagy elekiromos motor
szirazelem
nagy vizmelegftd , boiler”

gazkilyha (hizi)

akkumuldtor

olajkdlyha (hizi)
kis elektromos motor
tiizelBanyag elem

folyékony iizemanyag
gozturbina
gozerémil

gazlézer

dieselmotor
repiilégép gazturbina
nagy fényereji limpa
szilirdtest 1ézer

gépkoosi motor

fluorescens limpa
Wankel motor

napelem
gozmozdony
termoelem

izzoldmpa

70

— 50

— 30

- 20
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6-28 dbra

Az Androméda Térzs ¢. novellaban
(Knopf, 1969) Michel Crichton az
exponenciélis novekedést a kovetkez6
példdval illusztralja. Egyetlen E. koli
baktériumsejt idedlis koriilmények
kozott hilsz percenként osztodik.
Crichton arra a kovetkeztetésre jut,
hogy ilyen névekedési arany mellett,
szabalyozas nélkiil egyetlen E. koli
baktériumsejt mar egy nap alatt a Fold
tomegével azonos tomegii orids-
tenyészetté fejlédne. (Megjegyes: az
ehhez sziikséges id6 valdjaban inkabb
két nap.)

6.11 Eroatvitel

Sok olyan berendezés, egyszerii gép létezik, amelynek segitségével a kis erok
atalakithaté nagy er6vé. Természetesen a semmibSl most sem hozhatunk
létre valamit, az eszkoz altal végzett munka, ha a sirlodis elhanyagolhato,
egyenld az altalunk végzett munkéval, azaz ha a kis er§ hossza Gton mozdul
el, akkor a nagy erd csak rovid tivolsagon végezhet munkat. A 6-29 dbra
néhany ilyen erfatvitelre szolgalo egyszerl gepet mutat.

Az egyszer(i gépek jol jellemezhetSk az erGitviteli tényezdvel, ami azt
fejezi ki, hogy hanyszorosara novelik a munkat végz személy altal kifejtett
er8t. Az egyszerii gépekkel tobbnyire nehéz terhet emeliink fel kis erével. Az
egyszeriiség kedvéért ebben a fejezetben a tovibbiakban a munkdt végzd
személy altal a gépre gyakorolt erdt roviden erdnek (F,) ,a gép altal megno-
velt er6t pedig a targy sulyéra utalva tehernek (F,) nevezzik.

A kdzolt becslés igen mértéktarté, a viligszerte elterjedt adatok magasabbak, és valdban,
ha figyelembe vessziik a fejl5dd orszdgok komoly modemizalodisi igényét, akkor az ener-
giasziikséglet valosziniileg nagyobb ardnyban né.

B 1989-ben példaul a Fold népességének naponkeénti névekedése durvén 230000 f5 volt.
Gondoljunk csak arra, mi minden sziikséges az élet kiilonb6z6 teriiletein az egy nap alatt
bekovetkez6é népességszaporulat eltartisinak fedezésére. Tbb mezSgazdasdgi teriiletet
kell megmiivelni az élelmiszer megtermelésére, t6bb energia kell, 4j munkahelyeket kell

nyitni a termelés ndvelésére, s az oktatés kdltségei is nagyot emelkednek.
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Tényleges _teher (6-32)
erdatviteli TBAT=—"=7
tényezo 2

Idedlis esetben, amikor a sirlodds elhanyagolhat6 (¢s az egyszerl gép su-
lyétél is eltekinthetiink), fennéll, hogy

A befektetett munka = A végzett munka

Fyx, = Fix,

F
vagyis ;} = ?—
b k

A mozg6 csiga
vektordbraja:

w W

a.) Az emeld idedlis erdatviteli tényez6je a karok hosszd- b) A mozgb csiga vektordbrdja mutatja, hogy az adott

nak £,/ £, ardnyaval egyezik meg. Az Osszefliggést rendszer idedlis erdatviteli tényez6je 2. (Az allocsiga

Archimedész fedezte fel az i.e. 2. szazadban. Kije- csak az er§ iranyan véltoztat, hogy kinnyebb legyen

lentette : ,, Adjatok egy szilard pontot és kimozditom a az eszkdzt kezelni. Ha az allocsigat elhagyjuk és a bal

helyérdl a Foldet”. oldali-kotélszarat hizzuk, az erGatviteli tényez6 kettd
marad.)

c) A csavaros emeld mikédtetésekor a csavar tengelyé- d) A differencidlcsiga két kiilonbozo R, €s R, sugar(

51 mérve R hosszisagi karon fejtiink ki vizszintes €s koncentrikusan dsszeerdsitett csigabol és a képen lat-
a karra mer6leges erét. Egy teljes fordulattal a csavar- haté médon rajtuk atvetett folytonos lancbél all. A
ra erdsitett teher a menetemelkedés A magassagaval csigakon 1év6 fogak nem engedik a lancot megesisz-
keriil feljebb. Az idealis er6atviteli tényez6 2nRT [ h . ni. Az egyik lancagat az abrén lathato modon lefelé
hiizva a W teher felemelkedik. Az eszkoz idedlis ero-
6-29 abra stviteli tényezdje 2R, / (R, —R,), a tényezd igen

Egyszeri gépek egynél nagyobb er8atviteli tényezdvel. nagy lehet, ha a sugarak R, — R, kiilonbsége kicsi.
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Az er6 és a teher hatasara létrejovd elmozduldsok aranyit idedlis erdatviteli
tényezdének nevezziik.

Idf‘?hs_t i LEAT = Az erd hatiséra létrejove elmozduldsa  x, 633
B e e Afehertharis ieh IGtieloi B slitgzduliss &t B 9iobot |
tényezo

Altaldnos esetben, (amikor a surlodas nem hanyagolhato el), az egyszeri
gépek n hatdsfoka:

_ Avépgzettmunka . Fx, F/F, TEAT
4 A befektetett munka F,x, x,/x, - [LE. AR

wfe

Az egyszer gépek miikodeésének tanulmanyozasakor gyakran hasznos ma-
ganak a gépnek a vektorabrajat felrajzolni.

Tekintsiik a 6-30 dbran lathat6 allé és mozgd csigabdl allo rend-
szert. a) Hatdrozzuk meg az idedlis erdatviteli tényez6t! b) Ha egy
W= 100 N-os terhet 40 N erdvel tudunk felemelni, mekkora a
tényleges erGatviteli tényez6? ¢) Mekkora a rendszer hatdsfoka?

6-30 abra
A 6-18 peldahoz. Amikor az F erdvel
huzott kotél vége y tavolsiggal lejjebb

MEGOLDAS keriil, akkor a mozgo csigat tart6 ko-
telek mindegyike y/3-mal rovidiil
a) Haaz F huzoéerd y hatasara a kotél vége y tavolsagnyira mozdul meg.
«?l lefelé, akkor minden kétélag y/3 hosszisdggal rovidil meg.
Igy

Az er6 okozta elmozduldsa  y

LEA.T.= 3

A teher okozta elmozduldsa y/3 =
b) A tényleges erdatviteli tényezd:

A teher _ 100N

TEAT=—=——
Az ero 40 N

25

¢) A hatasfok

EEAT =25
=——— =""=0.833 vagy 83,3 %
e I.LE.A.T. 3 =

EeaSs S e e e e e D SN N N i i e i ]
Osszefoglalds

A munka az energia egyik rendszerrdl a masikra torté-
nd atvitelének egyik alakja; amikor olyan eré hat,
amelynek a mozgas iranyaba es6 Osszetevije nem zé-
rus. Az F dllando erd Ar elmozdulds soran végzett AW
munkaja definicio szerint

AW =F - Ar,
AW =|F||Ar| cos@

ahol 8 az er6-és az elmozdulas vektorok dltal bezart
szdg. Derékszogll koordinatakban:

AW =F Ax+F Ay+F Az
A valtozo er6 munkajat a
W = | Fdr

Ha az erd és az
elmozdulds iranya [ — W = [ F(x)dx
azonos
osszefliggés adja meg. Grafikusan a munka az F(x)
gorbe alatti teriilettel hatdrozhaté meg, ahol a tenge-
lyeken felmért mennyiségek mértékegységét is. figye-
lembe kell venni.
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Az energia jellegzetes tulajdonsdgat az energia
megmaraddsdnak elve fejezi ki. Ennek lényege az,
hogy energia nem hozhato létre, de nem is sem-
misithetd meg, csupén egyik energiafajta 4talakithato a
mésikba. (B6vebben lasd a 7. fejezetet.) Eddig a ko-
vetkez® energiafajtakkal foglalkoztunk:

1
Mozgési kinetikus energia: K =—2-mv2, az m

tdmeg mozgésa kovetkezteben jon létre. A moz-
ghsi energia megegyezik azzal a munkéval, amit
a test végez, mialatt sebessége zérusra csokken.
Helyzeti energia: egy rendszer fizikai elrendez6-
désének a kovetkezménye. Fajtai:
Gravitcios potencidlis energia:
U, = mgy ahol U,=0az y= 0 helyen. (Itt
feltettitk, hogy g 4llandé.) A helyzeti ener-
gia zérus szintjét mindig ki kell jelolniink.

1
Rugbenergia: U, =Ekx2 a Hooke-torvény-

nek (F, = —kx) eleget tevd rugokra, ahol k a
rugodllandod ¢€s x a rugé hosszéanak meg-
véltozdsa a nyugalmi helyzetéhez képest
akar nyGjtas, akar Hsszenyomas soran.

BelsG energia: E, — f,x. Gyakran termikus ener-
gidnak is nevezzik ¢s a mechanikai rendsze-
rekben a sarlédasi eré munkaja nyoman kelet-
kezik. Az atomok és molekuldk véletlenszer(i
mozgasaval kapcsolatos mozgdsi ¢és helyzeti
energia 0sszege.

A munkatétel pontszerii test esetén tetsz6leges
tipusi erBhatasok mellett két egyenértékii alakban fo-
galmazhato meg:

[A ZF ered§ erb munkaja] AW = AK
a pontszerli testen

Masként:

Kérdések

1. Mondjunk példat arra, hogy egy mozgh testre ere-
d6 erd hat egy adott id8intervallumban és meég-
sincs munkavégzés!

2. Mondjunk legalabb 6t példat a lakészobankban
lezajl6 energiadtalakulasi folyamatokra!

3. Egy fonal végére kotott golyt egyenletes sebesség-
gel vizszintes korpalyan mozog. Mekkora munkat
végez egy fordulat alatt az eredd eré?

4. Milyen més, a fizikaban hasznalatostol eltérd je-
lentése van a teljesitmény szénak?

5. Mondjunk példat olyan rendszerre, amelynek van
mozgési energidja, de nincs ered6 impulzusa! El-
képzelhetd olyan rendszer, amely impulzussal ren-
delkezik, de mozgési energidval nem?

Adott F, kiils erd dltal
a testen végzett munka
(ez az erd kiilonbdzik
azoktol, amelyek mun-
kajat a jobb oldali ener-
giatagokkal mar figye-
lembe vettiik)

AW, =AK+AU, +
+AU, + AU,

A P teljesitmény a munka sebessege.

_aw
dt
amit a
s F.dr are
dt
alakban is felirhatunk.

Az egyszerii gépek a kovetkez6képpen jelle-
mezhetok:

Az 1) hatasfokot az

gyakran szaza -

e A végzett munka | lékos hatasfokot
‘A befektetett munka | adunk meg, ami
n-100 %

ardnnyal definialjuk.
Az tényleges erdatviteli tényezd definicio szernt:

A teher
Az er6

T.E.A.T.=

Az idedlis eréatviteli tényezd:
Az er6 okozta elmozdulds

LEAT=
A teher okozta elmozdulas

Jegyezziik meg:
S TEA

"=

6. Gépkocsi prospektus alapjan ellendrizziik, hogy a
gyarto osszeilld saly-, gyorsulds- és teljesitmeny-
adatokat kozolt-¢.

7. Magas épiilet felsé emeletérdl a foldszintre liftezve
helyzeti energiank csokken. Hova lesz ez az ener-
gia?

8. Csillagaszati méretekben milyenek a Fold gravita-
cibs terének ekvipotencialis feliiletei?

9, Egy ersen Osszenyomott rugbt rogzitettiink ebben
a helyzetében, majd savban feloldottunk. Hova lett
a rugdban tarolt helyzeti energia?

10. Két, egyenld tomeg testet erds rugoval kotottiink
ssze, majd a rendszert a padlora tettilk agy, hogy
az egyik test a masik felett legyen. Ezutan a felsd




testnél fogva Gsszenyomtuk a rugét, majd hirtelen
elengedtiik. Lehetséges-e, hogy a felsG test fel-
rantja az alsét a padlorol? Mekkora eredd er6 ha-
tott a rendszerre? Végzett-e munkat az eredd erd
(azaz volt-e elmozdulésa)?

11. A 6-31 abra egy rosszul mikodd csigasort mutat.
Mi a hiba? Mi térténne, ha a kotél szabad végét
rogzitenénk?

12. Egy dobozbdl — ami egy egyszerii gépet rejt — két
kotél 16g ki. Azt tapasztaljuk, hogy az A kotél vé-
gére akasztott 10 N stily a B kotélen 30 N terhet
tud egyensiilyban tartani.Tegyiik fel, hogy a strl6-
dés elhanyagolhato. Mondjunk néhany lehetéséget
arra, hogy mi lehet a dobozban!

13. Tegyiik fel, hogy az el6z6 feladatban az A kotélen
végzett 20 J munka ardn a gép 18 J munkat végez.
Mekkora a hatasfok? Mekkora a gép erdatviteli té-
nyez6je?

Feladatok
6.2 A munka

6A-1 Mekkora munka aran vihet6 fel 2 tonna tetdcserép
a foldszintrél a 9 m magas tetére?

6A-2 Egy fill a vizszintessel 25%-0s szoget bezdrd ko-
téllel érdes, vizszintes talajon, egyenletes sebességgel
hiz egy ladat. Mekkora a kétélerd, ha a fiti 5 m-es tton
1,2 kJ munkat végzett?

6A-3 Egy szallitomunkas 27 kg-os burgonyazsakot vesz
a valldra, vizszintes uton elviszi 40 m tavolsdgba, majd
a talaj felett 1 m magasan levé kiskocsi platojara teszi.
Fizikai értelemben mennyi munkat végzett?

6A-4 Motorvonat mozdonya 8 x 10 N vizszintes er6-
vel, dllando sebességgel 27 km tavolsagba hizza a sze-
relvényt. Mennyi munkét végez a mozdony?

6A-5 Egy kertész allandé sebességgel huzza fel a 7 m
mély kutbol a 14 kg-os vizesvodrot. Mennyi munkét
végez?

6B-6 Egy ember 30 kg-os dobozt emelt a {6ldrél 1,5 m
magasba, alland6 sebességgel. a) Mennyi munkat vég-
zett az ember? b) Mennyi munkat végzett a graviticios
er6? ¢) Mennyi az ember és a graviticios er6 munkaja-
nak osszege?

6.3 Valtozo erd munkaja

6A-7 A Hooke-torvénynek megfeleléen viselked6 rugd
megfeszitéséhez sziikséges eré 0-rol 50 N-ra nd, mikoz-
ben a rugdt nyugalmi allapotbél 12 cm-rel kihizzuk. a)
Mekkora a rugoalland6? b) Mennyi munkat végeztiink a
rug6 megnyijtasa soran?

6B-8 Egy rugot nyugalmi allapotbol 4 J munka aran
10 cm-rel nytdjthatunk meg. Mekkora munkavegzés
sziikséges tovabbi 10 cm-rel valé megnyijtdsdhoz, ha a
Hooke-torvény mindvégig érvényben marad?

6B-9 A 6-32 abra két kiillonb6z6 rugéallandoji, Hooke-
torvény szerint viselkedd rugobol allé rendszert mutat.
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6-31 abra
A 11. kérdéshez

a) Bizonyitsuk be, hogy a rendszer egyetlen, &, + k, ru-
godllandoji rugoval helyettesithetG! b) A rendszerben
tarolt teljes energia hanyadrésze tarolodik a k, rugéal-
lando6ji rugéban?

6-32 dbra
A 6B-9 feladathoz

6B-10 Egy rugo altal kifejtett er6 a Hooke-t6rvény he-
lyett az F = —k tdrvény szerint valtozik, ahol k&= 200
N/m®. Mennyi munkat végziink, mig 0,1 m-rél 0,3 m-re
nyujtjuk?

6.4 A mozgasi energia és a munkatétel

6A-11 Milyen magassaghol kellene szabadon esnie egy
gépkocsinak ahhoz, hogy ugyanakkora mozgdsi energi-
dja legyen, mint amikor 100 km/6 sebeséggel halad?
6A-12 Egy 15 g tomeg( golyo a fegyver 72 cm hossza-
sagh csovében 780 m/s sebességre gyorsul fel. A mun-
katétel felhasznélasaval hatarozzuk meg a golyot gyor-
sit6 atlagos erdt!

6B-13 Egy 2 kg-os tomegpont a 6-33 4bran lithaté
helytdl fiigg6 F(x) er§ hatisira mozog. a) Mennyi mun-
két végez az er§, mig a test az x = 0 helyrdl x = 2 m-re
jut? b) Mekkora munkét végez az er6 az x = 2 m-t6l az
x =6 m-ig tart6 szakaszon? A munkatéte]l segitségével
hatirozzuk meg a test sebességét ¢) az x = 2 m pontban,
d) az x = 6 m pontban!
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6-33 abra
A 6B-13 feladathoz

6B-14 Egy 1,5 kg-os tégla lezuhan egy magas épiilet
tetejérdl. Mekkora munkat végez rajta a gravitacios eré
a mozgas elsé két méasodpercében?

6B-15 Egy 5 g témeg(, 600 m/s sebességl golyo fa-
torzsbe csapodva 4 cm mélyen hatol a faba. a) Energeti-
kai megfontoldsok alapjin hatirozzuk meg a golyot
lassito 4tlagos surloddsi erét! b) Feltéve, hogy a strlo-
dési eré allandé, hatdrozzuk meg, hogy mennyi idd telt
el a golyonak a féba valo behatolasaba megalldsaig!

6.5 A helyzeti energia

6A-16 Egy 4 kg tdmegi csillar 50 cm hosszi lancon log
a 3,6 m magas mennyezetr6l. Mekkora helyzeti energi-
4ja van a csillarnak a) a padléhoz, b) az 1,2 m magas
asztal lapjahoz képest?

6A-17 A fiirdészobai mérleg lapja egy 780 N sulyti em-
ber alatt 8 mm-t siillyed. a) Mekkora a mérleg rugoja-
nak 4llanddja? b) Mekkora az sszenyomott rugoban
tarolt potencidlis energia?

6A-18 A gyerekek kedves iddtoltese, hogy cip&ik talpa-
ra rugot erdsitve sétalnak. Egy gyerek mindkét labara
teljesen egyforma, a Hooke-torvényt kdvetd rugdt erd-
sitett. Egy l4bon allva a rugo a nyugalmi hosszihoz ké-
pest 4 cm-rel nyomoédik Gssze. Ha a gyerek ebbdl a
helyzetb6l fiiggdlegesen felugrik, és a felsé holtponttol
20 cm-t esik, miel8tt a rugok érintkeznének. Mekkora
lesz a rugok maximalis bsszenyomodasa, ha a fenti
helyzetbl a gyerek ket labaval egyszerre esik vissza a
talajra? (Utmutatas: A felsd holtpontbél leesd gyereken
a graviticiés erd munkat vegez. Hova lesz ez az ener-

gia?)

6.6 A termikus energia és a strlodas

6A-19 Egy 40 kg-os gyerek 4 m fiiggdleges szintkii-
lonbségli vidam parki csaszdan csuszik le. Mennyi ter-
mikus energia fejlédott a surlodas miatt, ha a gyerek 3
m/s sebességgel érkezik a cstiszda végére?

6A-20 Egy 20 kg-os, vizszintes padlén fekvd dobozt
F =80 N vizszintes ervel 4 m tavolsagba hiztunk el. A
doboz és a padlé kozott a csiszd strlodasi egyiitthatd
0,200. Mekkora munkat végzett a) az F erd, b) a doboz-
ra hat6 csGszé sarlodasi er6? ¢) Hatdrozzuk meg a do-
boz mozgasi energidjat a munkatétellel! d) Mekkora a
doboz végsebessége?

6A-21 2 g tomegii papirvattacsomoét 15 m/s sebességgel
feldobunk. A vattacsomé 10 m magassagot ér el az el-
hajitas helye felett. Mennyi munkdt végzett a 1égellen-
allas?

6B-22 Befagyott tavon egy gyerek a vizszintessel 30°-
os szoget bezard 50 N erdvel huzza szankon il6 jatszo-
tarsat. A tars és a szanké egyiittes tomege 30 kg, a jég
s a szanko kozotti csiszo strlédasi egyiitthatd 0,14.
Energetikai megfontolasok alapjan hatdrozzuk meg,
hogy a) Mennyi munkat végzett a gyerek, mig a kezdet-
ben 4116 szinkot 8 m tivolsigba hozta? b) Mennyi
munkat végzett a szankon a sarlodasi er6? ¢) Mennyi a
szAnko6 végsd kinetikus energidja? d) Igazoljuk a mun-
Kkatételt azzal, hogy megmutatjuk, hogy az er6k mun-
kajanak Osszege megegyezik a mozgdsi energia meg-
valtozasaval!

6B-23 A 6-34 abra szerint 2 kg-os testet vizszintes, 27
N nagysagh er6vel tolunk fel egy 20°-0s lejtén. A cst-
szasi strlodasi egyiitthato a lejtd és a test kozott 0,180.
a) Mekkora a test gyorsulasa? b) Hatirozzuk meg a ki-
nematikai egyenletek felhaszndlasaval a nyugalombol
indulé test sebességét abban a pillanatban, amikor 3 m-t
tett meg a lejtén felfelé! c) Valaszoljunk a b) kérdesre a
munkatétel alkalmazasaval!

6-34 abra
A 6B-23 feladathoz

6A-24 A 6-35 abréan lathato colépverd itéfejének moz-
g6 tomege 2100 kg. A colopverdvel hosszi acélgeren- -
dat veriink a foldbe agy, hogy a fej 5 m magasrol sza-
badon esik a gerendéra, s ennek hatdsdra a gerenda 12
cm-rel farédik beljebb a foldbe. A munkatétel atfogal-
mazott valtozatinak felhasznaldsaval hatirozzuk meg,
hogy mekkora étlagos erével hat a gerenda az iitéfejre,
mig a fej nyugalomba keriil!

gerenda

6-35 abra
A 6A-24 feladathoz. Colopverd



6.7 A munkatétel atfogalmazott viltozata

6A-25 Egy asszony 1300 J munka dran huz fel egy 12
kg-os vodrot a 10 m mély kitbol. Mekkora mozgasi
energiaval érkezik a vodor a felszinre?

6A-26 Nyugalombol inditva, dllandé erdvel 6 m hosszu,
a vizszintessel 30°-o0s szoget bezard, strlédismentes
lejtén 4 kg tomegl ladat hizunk fel. A lejt6 tetejére
érve a lada sebessége 2 m/s. a) Mekkora kinetikus ener-
gidhoz jutott a 1ada? b) Mekkora helyzeti energit szer-
zett? ¢) Mekkora munkat végeztiink? d) Mekkora, a
lejtével parhuzamos erdt fejtettiink ki?

6A-27 200 N siilyd gyerek nyugalmi helyzetben 1évé, 3
m-es koteli hintdn iil. A gyereket bardtja ugy huzza
oldalra, hogy a hinta kétele 36,0°-0s szbget alkosson a
fuggélegessel. Hatarozzuk meg a munkatétel atfogal-
mazott alakjdnak felhasznalasaval, hogy mekkora mun-
kdra volt sziikség ehhez!

6B-28 A 6-36 abran lithaté ember nyugalomi helyzet-
bél indulva 2,4 m tavolsagba huz el egy 23 kg-os 1adat
az érdes (p, =0,5) padlon. A lida végsebessége 0,6
m/s. A munkatétel atfogalmazott valtozatanak alkalma-
zasdval hatirozzuk meg, hogy mekkora édllando erét
fejtett ki az ember!

6-36 abra
A 6B-28 feladathoz

6B-29 Egy 50 kg-os lada lecsuszik egy, a vizszintessel
30°-0s szoget bezaro lejtén. a) Hatirozzuk meg a gra-
vitdcids erd munkajat, mig a lada 4 m-t csiszik le a lej-
tdn! b) Mennyi hd (termikus energia) fejlédik ezalatt, ha
a lada 5 m/s sebességet ér el?

6B-30 A 6-37 dbra szerinti elrendezésben az m=2 kg
tomegli test zérus kezdGsebességgel indul el ugy, hogy
ekkor a rugd nyugalmi helyzetben van. A csiga és a
rug6 tomege elhanyagolhato, A 2 kg-os test maximalis
fiiggbleges elmozduldsa 20 cm, ezutdn a mozgas irdnya
megfordul és a test a fiiggbleges irdnyt rezgd mozgist
végez. Legyen a felfelé iranyitott z tengely origdja a test
legmélyebb. helyzetében. a) A munkatétel segitségével
hatarozzuk meg a k rugoéallandot! b) Mekkora maxima-
lis felfelé mutato ered6 er hat a testre mozgdsa sordn,
¢s hol van abban a pillanatban a test? ¢) Mekkora ma-
ximalis lefelé mutato eredd er ébred és hol van ekkor a
test? d) A test melyik helyzetében zérus a rd hato erék
ereddje?
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A 6B-30 feladathoz

6B-31 A tivolijaték rugos kilovdszerkezetének rugoal-
landédja 1,2 N/cm (6-38 abra). A kil6tt labda a vizszin-
tessel 10°-0s szoget bezdrd lejtén mozog felfelé. Mek-
kora kezd@sebességgel indul el a 100 g-os labda, ha a
dugattyaval a rugét 5 cm-nyire nyomtuk &ssze? A sir-
lodas és a dugattyli tomege elhanyagolhato.

6-38 abra
A 6B-3l feladathoz

6B-32 Lapozzunk vissza az 5. fejezet 5B-56 feladata-
hoz! A munkatétel segitségével hatdrozzuk meg a 3 kg-
os test sebességét, ha a csigan alkalmazott 20 N er6 ha-
tisdra nyugalmi helyzetb6l 2 m tivolsdgnyira mozdult
el! (Megjegyzés: Milyen tavolra jut a csiga, mig a test
2 m-t tesz meg? Vegyiik figyelembe a siirlodds hatdsat
is!)

6B-33 Egy motor tengelyéhez kotott kotél egy érdes
lejtén, a lejtével parhuzamos 13 N erével, allandé se-
bességgel 8 m magasra hiz fel egy 3 kg tdmegf(i testet.
A test a mozgds sordn 3 m-rel keriil magasabbra. a) Meny-
nyi munkat végez a kotél? b) Mennyi munkat végez a
gravitacios er8? d) Mekkora surlodasi er6 hat a testre?
6B-34 Tegyiik fel, hogy az el6z6 feladatban a stirlédas
elhanyagolhat6. Mennyi lenne a nyugalomi helyzetb6l
indulé test sebessége a lejtd tetején? Oldjuk meg a fel-
adatot kétféleképpen is: a) a Newton-torvények és a
kine-matikai egyenletek felhasznalasaval, b) a munka-
tétellel!

6.9 A teljesitmény

6A-35 Egy 75 kg tomegii didk 2,6 s alatt rohan fel a 4 m
magas emeletre. Mekkora az atlagteljesitménye?

6A-36 Egy vontatohajé 3 m/s sebességgel hizza a fatér-
zsekbdl 4ll6 tutajt, és ennek soran a vontatokstélben 10* N
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er6 ébred. Milyen sebességgel végzi a vontatéhajo a
munkat? :

6B-37 Az elektromos energia ara kilowattoranként 5,6
Ft. Mennyibe keriil, ha egy 100 wattos izz6 egy hona-
pon 4t (30 nap) folyamatosan ég?

6A-38 Bgy 4 x 10* kg tomeg( teherlift 1 perc 20 ma-
sodperc alatt fiigg6legesen 120 m magasra emelkedik.
Mekkora a liftet tarté kabel munkdjanak atlagos sebes-
sége?

6A-39 Egy 48 km/6 sebességgel egyenletesen haladéd
gépkocsira a 1égellenallas 900 N er&vel hat. Mekkora
teljesitménnyel dolgozik a motor a légellenills lekiiz-
désére?

6B-40 Egy 1500 kg tomegli gépkocsi 10 masodperc
alatt fékez le 100 km/6. sebességrol megallasig. Hatd-
rozzuk meg a) a fék altal végzett munkat! b) a fékek
altal kifejtett 4tlagos teljesitményt!

6B-41 Egy koteles sifelvond 600 m hosszii, 30°-os lej-
tén 3 m/s sebességgel maximum 120, atlagosan 80 kg
tomeg( személyt szillithat. Hatdrozzuk meg, hogy ma-
ximalis terhelés esetén mekkora atlagos teljesitményt
fejt ki a felvon6 motorja, ha a surlodas elhanyagolhato.
6B-42 Egy bdrka vontatisihoz a sebességgel aranyos
er§ sziikséges. Hatdrozzuk meg, hogy mekkora teljesit-
ményli motor sziikkséges a barka 4 m/s sebességgel tor-
ténd vontatasahoz, ha tudjuk, hogy a 3 kW-os motor 3
m/s sebességgel mozgatja a hajot.

6.10 A hatasfok

6A-43 Mekkora teljesitményii motorral emelhetiink egy
1200 kg-os felvon6t 0,5 perc alatt 60 m magasba, ha a
surlodasi veszteségek lekiizdésére a motor teljesitmé-
nyének 40 %-a hasznalodik el?

6A-44 Hatarozzuk meg, hogy egy 45 %-os hatasfokl
elektromos emel$ motorral 2 kWh energia felhasznala-
saval mekkora tomeget emelhetiink fiiggblegesen 3 m
magasra!

6A-45 Hatirozzuk meg, hogy mekkora teljesitményt
vesz fel az az elektromotor, amely 900 g tomegii terhet
0,6 perc alatt egyenletes sebességgel fiiggdlegesen 140 m
magasra emel! A surlédési veszteség 20 %.

6B-46 Személygépkocsi motorjanak hasznos teljesitme-
nye 15% (azaz a filitanyag elégetésébol szarmazo ener-
gidnak 15%-a alakithat6 a jarm{ mozgdsi energiajava).
a) Ha tudjuk, hogy 4,5 1 benzin elégetésekor 1,34 x 10°
J energia keletkezik, hatirozzuk meg, hogy mennyi
benzin sziikséges ahhoz, hogy a gépkocsit nyugalmi
helyzetb8l 25 m/s sebességre gyorsitsuk! b) Hany ilyen
gyorsitasra futja 4,5 1 benzinb6l? ¢) A kocsi ilyen sebes-
ség mellett 100 kilométerenként 7,5 1 benzint fogyaszt.
Mekkora teljesitmény adodik 4t a kerckekre, hogy
egyenletes sebesség mellett a légellendllds kiellensu-
lyozhaté legyen?

6B-47 Egy 450 kg tomegli versenyauté 400 m hosszii
Giton gyorsul fel 160 km/6 sebességre. Mekkora a motor
atlagos teljesitménye ezen a szakaszon, ha a felvett

energia 30 %-a haszndlodik el a strlodas és a légellen-
allas stb. lekiizdésére?

6B-48 Az itlagos mosogépmotorok teljesitménye 350
watt. A napelemek 15%-os hatdsfokkal alakitjdk elekt-
romos energidva a sugirzési energiat. Hatarozzuk meg,
hogy a napsugarzas iranyara merdlegesen mekkora fe-
lilleti napelemet kellene elhelyezniink egy mosogép
miikddtetéséhez! Az egy masodperc alatt a Fold légko-
rébe; a napsugarzas irdnyira mer6leges 1 m* feliileten
belépé sugarzasi energia 1370 watt. A légkorben vald
elnyel6dés miatt ez az energia a tenger szintjéig (ahol a
mosogépet is miikodtetjiik) 840 wattra csokken.

6.11 Az egyszerii gépek

6A-49 Hatdrozzuk meg a 6-39 abran lathaté ingasor
idedlis erSatviteli tényezdjét!

6-39 abra
A 6A-49 feladathoz

6A-50 Hatirozzuk meg a 6-29a dbran lathaté emeld
idealis erdatviteli tényez6jét! Tegyiik fel, hogy az erék
parhuzamosak az elmozduldsokkal!

6A-51 Tegyiik fel, hogy a 6-17 dbran lathato csigasorral
egy katyuba ragadt gépkocsit hizunk ki. Rogzitesi
pontgyanant egy kozeli fa szolgil. A rendszeren futd
kotél melyik végét kell fahoz kotni; az egyetlen csigd-
hoz, vagy a kett8s csigdhoz csatlakoz6t? Miért?

6A-52 Hatirozzuk meg a 6-29c dbran lathaté csavaros
prés erfatviteli tényezdjét!

6A-53 Hatarozzuk meg, hogy a 6-29¢ dbran lathaté csa-
varos préssel mekkora terhet emelhetiink fel 80 N erd-
vel, ha a kar 40 cm hosszii és a csavar menetemelkedése
8 mm! Az eszkoz hatasfoka 70%.

6B-54 A 6-40 4bran lathaté modon egy 20 kg-os moz-
gathat6 iil6kén elhelyezked8 86 kg-os ember csigasor
segitségével emeli magat. a) Milyen hosszii kotélen
kapaszkodik végig, amig 2 m-rel magasabbra hizza fel
magit? b) Mekkora er8vel mozgathatja magat egyenle-
tes sebességgel felfelé, ha a surlodis elhanyagolhato?
¢) Hatarozzuk meg, hogy mekkora munkat végez, mig
2 m magasra emeli magét, ha a surlodas elhanyagolhato.
A munkavégzést az ember éltal kifejtett erd és a lehuzott



ko6tél hosszanak szorzataval hatarozzuk meg. Hataroz-
zuk meg az ember €s az iil6ke helyzeti energidjanak
novekedésébdl is! d) Amennyiben a surlédds miatt az
embernek 330 N erével kell huoznia a kételet, hogy
egyenletesen mozogjon felfelé, mennyi a rendszer ha-
tasfoka? e) Mekkora a tényleges erdatviteli tényezg?

6-40 Abra
A 6B-54 feladathoz

6B-55 A 6-41 abran lathaté csigds rendszer strlodis
nélkiil mozog és a csigak és kotelek siilya is elhanya-
golhato, valamint feltételezziik, hogy minden kétél fiig-
goleges. Mekkora erfvel emelhetd a bejelolt teher
egyenletes sebességgel?

6-41 abra
A 6B-55 feladathoz

6B-56 Csodalatos biivészmutatvany, amikor egy fiig-
goleges kotélen latszolag a bilivész tekintetének hatdsara
— egy gomb fel-le vandorol. A kotél kiviilrél nézve egy-
szerlien 4t van flizve a gombon, s a blivész egyik kezé-
vel fels6, masikkal alsé végét fogja. Valéjaban azonban
a gomb belsejében a kotél két, kissé eltérd sugart, kon-
centrikusan egymashoz rogzitett csigan van atvezetve a
6-42 abranak megfelelden. Ha a kotelet megfeszitjiik, a
gomb felfelé, ha kissé elernyesztjiik, lefelé mozog. Ha-
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tirozzuk meg a gomb D emelkedését a biivész két keze
kozott d tavolsignak és a csigdk R és r sugaranak a
fiiggvényében. Az eredmény megmutatja, hogy a bii-
vész két keze még akkor is csak kevéssé tavolodik, el
egymastol, ha a gémb elmozdulasa viszonylag nagy.

6-42 abra
A 6B-56 feladathoz

Tovabbi feladatok

6C-57 Egy testet a koordinatarendszer origojabol egye-
nes vonalban allandé F =2x+4y erdvel az r=x+5y
helyre visziink. (Az egyenes vonali mozgas fenntarta-
sdhoz természetesen egyéb kényszererdk is fellépnek.)
Hatarozzuk meg az F er6 munkajat. a) kdzvetleniil az
F: Ar skalaris szorzattal, b) az |F||Ar| cos3 szorzattal!

6C-58 Egy fin a 3 kg tomegli, 2 m hosszisagl hajlé-
kony lancot egyik végénél fogva ugy tartja, hogy masik
vége éppen leér a foldre. a) Hatarozzuk meg, hogy ho-
gyan valtozik a gyerek altal kifejtett er, ha a lancot
egyenletes sebességgel s tdvolsaggal lejjebb ereszti!

b) Az des Osszefliggés felhasznalasaval szamitsuk ki

azt a munkat, amit a gyerek végez, mig a teljes ldncot a
foldre ereszti!

6C-59 Egy surlédasmentes félhenger aljarol a tetejére
hiizunk fel egy m tomegii testet a henger tetején atvetett
kotél segitségével (6-43 abra). a) Hatarozzuk meg a
kotélerdt a hely fiiggvényében! b) A W = J-Fa's integral
segitségével hatirozzuk meg azt a munkat, ami a testnek

a henger aljarol a tetejéig valé egyenletes sebességl
felhtizasahoz sziikséges! A henger sugara R.

6-43 dbra
A 6C-59 feladathoz
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6C-60 Fémszalagbol r sugari keskeny karikat készitiink
&s a 6-44 4bran lathato médon érdes, vizszintes feliiletre
erBsitjiik. Ezutdn egy m tomeg(, pontszer( testet [8kiink
be a karikdba v, kezdGsebességgel tigy, hogy a bels6
oldalhoz szorulva folyamatosan korbe jarjon. A viz-
szintes sikkal vald sGrlodas miatt a test sebessege egy
teljes kor utan 0,8 v,-ra csokken. (A karika mentén a
pontszer( test mozgdsa surlédasmentes.) a) Hatirozzuk
meg a munkatétel alkalmazdsival az elsd kor megtétele
soran keletkez8 termikus energiat! b) Mekkora a viz-
szintes lap és a test kozotti csiiszo sirlodasi egyttthato?
¢) Hany tovabbi fordulatot tesz meg még a test, mieldtt
megall?

6-44 abra
A 6C-60 feladathoz

6C-61 Térjiink vissza a 6A-27 feladathoz. Tegyiik fel,
hogy a jatszotars mindig a hinta mozgéasénak irdnydba
mutaté érinté menti erét fejt ki. a) Hatdrozzuk meg azt
az F(0) erbt a kotél fiiggdlegessel bezart 8 szdgéneck
fiiggvényében, ami ahhoz sziikseges, hogy a hintat ed-
dig a helyzetig hiizva egyensilyi helyzetben tartsuk!
b) Kozvetleniil az integral kiszAmitdsdval mutassuk meg,
hogy a hintdnak a 0°-os helyzetbSl a 0 kitérés( helyze-
tig valé egyenletes sebességii elmozditdsahoz éppen a
helyzeti energia mgh novekedésével egyenlé munkat
kell végeznie!

6C-62 Két, Hooke-torvény szerint viselkedd k; és k,
rugoallandoju rugét a 6-45 abra szerint egymas utin
kotottiink. a) Mutassuk meg, hogy a rendszer egyetlen
k ky /(k, + k;) rugéallandoju rugéval  helyettesithetd!
b) A teljes rugoenergidnak hanyad részét tarolja a k
allandoju rugd?

6-45 abra
A 6C-62 feladathoz

L
kg k

wmm\—f—f 6000601

6-46 abra
A 6C-63 feladathoz

—

6C-63 Két kiilonbozd k; és k, rugoéallandoju Hooke-
rugbt Osszeerdsitettiink és L tavolsagra nyujtottunk (6-
46 abra). A rugok nyugalmi hossza rendre /, és [, és L>
(1, + 1,). Hatdrozzuk meg a rugok P csatlakozdsi pontja-
nak x egyensilyi helyzetét!
6C-64 Egy I hosszusagi, k rugoallandoji rugot ket, Lzes
I, hosszasaga darabra vagtunk, ahol /, = nl, és n egész
szam. Adjuk meg a rugodarabok k, és k, rugoallandojat
n és k fliggvényében!
6C-65 Egy 2 x 10° kg témeg(i vasuti pSrekocsi sarl6-
dasmentesen 2 m/s sebességgel mozog a vizszintes si-
nen. A kocsi beleiitkdzik a palya végén rogzitett iitk6z6-
rugéba és 0,5 m-rel dsszenyomija. Hatarozzuk meg a
rugd F = kx? erétorvényében a k rugoillandé nagysagat
beleértve mértékegységét is!
6C-66 Két m tomegii és R sugard gomb egymastol D >
2R tavolsagban helyezkedik el és kezdetben nyugalom-
ban van. A gdmbok kozdtt a kozéppontjaik x tavolsaga-
nak négyzetével forditottan aranyos gravitacios vonzo-
er8 hat, azaz F =—k7, ahol k& megfeleld egységekben
X
mért 4llands. Az egyik gombét rogzitjiik, a masikat
azonban engedjiik szabadon mozogni. Mekkora sebes-
séggel iitkozik a mozgd gomb a nyugvoba?
6C-67 Egy 6000 kg-os tehervagon elhanyagolhato str-
16d4st sinpalyan mozog. A kocsi a 6-47 dbran lathato
kettds rugoval valo iitkozés hatdsara megall. (Mindkét
rugora érvényes a Hooke-térvény.) Az iitk§zés sordn a
masodik rugd csak akkor kezd ésszenyomodni, miutan
az elsé rugd mar 30 cm-rel megrovidiilt, s ennek meg-
felelden valtozik, a rugok altal kifejtett eré amint ez az
abran lathat6. Hatirozzuk meg a tehervagon v, haladasi
sebességét a munkatétellel, ha tudjuk, hogy az els6 ru-
goval vald érintkezése utin még 50 cm utat tett meg a
vagon.
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6-47 abra

A 6C-67 feladathoz

6C-68 Hatirozzuk meg, hogy mekkora az el6z8 fel-
adatban szereplé masodik rugo rugdéllandoja!

6C-69 Két Hooke-féle rugét a 6-48 dbran lithaté mo-
don csigan atvetett kotél végeihez erfsitettiink. Mutas-
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suk meg, hogy a rendszer a csiga tengelyén felléps erd-

4k,k,

vel szemben egyetlen rugoalland6ji rugéként
1 i 2

viselkedik! b) Mutassuk meg, hogy a csiga tengelyének

elmozduldsa a rugdk x, és x, megnytldsanak atlagaval

egyenl6! c) A rugalmas energia hanyad része tirolédik a

k, rug6éllandoji rugdban?

6-48 4bra
A 6C-69 feladathoz

6C-70 Nyugalomban 1évé 5 kg-os tdmeg a 6-49 dbra__—
szerint valtozé erd hatdsdra kezd mozogni. Menﬁyl

munkét végez az er6? (Utmutatds: Hatirozzuk meg a
gyorsulas-id6, majd ebbdl a sebesség-id§ ﬁlggvenyt és

innen a ¢ =3 s idGpillanatban elért sebességet!) X

20

”r 10 =
Eré (N) 0 7
il 2 3
s s e S
1d8 (s)

6-49 abra

A 6C-70 feladathoz

6C-71 Vezessiik le a munkatételbsl a 12 = v? + 2a(s—s,)
kinematikai egyenletet! Tegyiik meg kézben a levezetés
érvényességéhez sziikséges kikotéseket!

6C-72 A méretardnyokbél ad6dd kévetkeztetésekkel
adjunk magyarédzatot arra, hogy mig a lilliputiak test-

; ; 1
magassaguk hatszorosdra, a brobdingnagiak csak ET

részére képesek helybdl felugrani! (Lasd 141. old.) In-
duljunk ki abbol, hogy egy ember testmagassaginak
mintegy felére tud felugrani.

6C-73 Egy 4 kg tomegfi, nyugalomban 1év6 testet a 14
haté viltozé er§ az x = 2t — 37 + £ torvény szerint moz-
gat. (x-et méterben, -t mésodpercben mérjiik.) Hatdroz-
zuk meg, hogy mekkora munkit végez ez az eré a moz-
gas els6 hérom mdisodpercében! (Utmutats: Hogyan
valtozik a sebesség az idében?)
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6C-74 Egy 2000 kg tomegli, 2 m/s sebességgel egyenle-
tesen siillyedd felvoné tartokabele hirtelen elszakad (6-50
abra), amikor a felvon6szekrény éppen 20 m-rel van a
2,5x10° N/m rugobéllandéju biztonsagi rugéd felett.
A kotél elszakaddsdnak idSpontjaban bekapcsolédnak a
vészfékek, és emiatt a vezetS sinek 18000 N Allandé
nagysdgi sirlédasi erét fejtenek ki a mozgé felvono-
szekrényre. a) Mekkora a rugé maximalis Gsszenyomo-
ddsa? b) Mekkora magassigba ugrik vissza a lift az iit-
kozés utdn a rugd maximalisan dsszenyomott helyzeté-
hez képest?

{
e

6-50 abra
A 6C-74 feladathoz

\ 6C-75 Egy m tomegii test a graviticiés er§ hatisira

szabadon esik. Mutassuk meg, hogy # tavolsag megté-
tele alatt a gravitici6és er§ atlagos teljesitménye

Py =mg’h/2

6C-76 A 15 m/s alland6 sebességii, 1500 kg-os gépko-
csi motorja a sirlédds és a légellendllds lekiizdésére
15 kW teljesitménnyel dolgozik. a) Mekkora az atlagos
ellendllderd (surlodas és légellendllds egyiitt)? b) Mek-
kora atlagos teljesitményt kellene leadnia a motornak
ahhoz, hogy a gépkocsi ugyanezzel a sebességgel 8%-os
(8 m fiiggéleges emelkedés 100 méterenként) emelke-
d6n mozogjon felfelé?

6C-77 A méretardnyokra vonatkozé gondolatmenettel
mutassuk meg, hogy egyetlen lilliputi 24 tarsat képes
felemelni, ezzel szemben egy brobdingnagi felemelésé-
hez 6 masiknak kell egyiittmiikdni. Induljunk ki abbol,
hogy egy ember sajat siilyanak kb. kétszeresét birja el.
6C-78 Hatdrozzuk meg a 6-29d abran lathaté differen-
cialcsiga idedlis erBatviteli tényezgjét!
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A—18 Az 1-23 fejezetek paratlan szdmozas feladatainak megoldésai

4A-5 126 m/s 5B-63 a) 600N b) 1100 N

4A-7 2,72 x 107" m/s? 5C-65 a)4,92N b)16,7N %I
4A-9 4,43 m/s 5C-67 0,143 m

4A-11 a)87,0m/s* b)8,88¢g 5C-69 A vilasz adott.

4B-13 a) 7,90 x 10° m/s* b) 5,58 x 10° m/s’ 5C-71 a) 1984 N b)12,43° c) 1448 N

4B-15 a) 18,3 m/s b)6,85%10°g 5C-73 A valasz adott. |

4B'17 0,82] m/52,62’4o 5C'75 0,209 fordulat/s

4B-19 a) 1,25 m/s® az ut gorbiileti kozéppontja felé

b) _1,67 m/s? VI. Fejezet
c) 1,85 m/s%64,4° a radialis irdnyhoz képest 6A-1 1,8 x 10° joule
hatrafelé 6A-3 270 joule |
4B-21 a)2,37 m/s’ b)4,96 m/s® 6A-5 960 J
4C-23 A valasz adott. 6A-7 a)417N/m b)3,00J
4C-25 0,851 m/s® b) 5,34 m/s? 6B-9 b) k/(k, + k)
¢) 5,41 m/s%;9,04° a radialis irdnyhoz képest 6A-11 385m
hatrafelé 6B-13 a)60] b)10] ¢)7,75m/s d) 3,16 m/s
4C-27 54,4 m/s 6B-15 a)2,25x 10°N b) 1,33 x10™s
6A-17 2)9,75x 10'N/m b)3,12J
V. Fejezet 6A-19 139017
5A-1 a)720N b)72kg ©) 200N el il
d)20kg €) 720N ) 200N 6B-23 a) 6,86 m/s’ b) 6,41 m/s |
5A-3 282 kg 6A-25 124] |
6A-27 1151 |

5A-5 a) 4,00 m/s* b) 8,00 m
S5A-7 a)90N b)3s
5A-9 a)31,25m b) 12,5 m/s

6B-29 a)980J b)3551]
6B-31 1,68 m/s
6B-33 a)104] b)882J c¢) 15811 d)1,98N

-11 o
Zﬁ - - 6A-35 1,154 kW
s Lo BLs Bl 6B-37 403,2 Ft
5B-15 a) 26,53 N b) 53,1 a hor]zont alatt 6A"39 12 kW
¢) egyenes vonalban 6B-41 141 kW !
5B-17 b) 359 N 6A-43 39,2 kW
5B-19 a)0,102s b)0,0255m 6A-45 42,92 kW
5B-21 a) 6m/s> b)8100N c¢) 5400 N 6B-47 3526 kW :
5A-23 a) 170N b) 170N 6A-49 4 |
5A-25 1350 N 6A-51 egyetlen csiga
5A-27 6,39 N 6B-53 1,76 x 10* N |
5A-29 a) 0,300 m/s> b) 0,900 N 6B-55 280 N ‘
6C-57 22,07
5B31 t=2r |10
g 6C-59 a) mg cos[%) b) mgR ‘

5B-33 a)2,05kg b) 160N

5B-35 2)3,33m/s’ b)24 N c)0,55 m/s 6C-61 A valasz adott.

SB-37 a)4,90 m/s> b) 1,96 m/s* frea s )

5B-39 4,70 kg ky+k, 1
5A-41 a)840N b) 157N 6C-65 9,6 x 10° N/m’ 1
5A-43 7,005 6C-67 0,303 m/s .
5A-45 0,364 6C-69 ) k/(k, + ky) '
SAstE0 - 6C-71 A valasz adott. ‘
sBedd 28 T 6C-73 2421 |
il B 0 6C-75 A vilasz adott. '
5B-53 2)0,204 b)90,8 N |
5B-55 20113 N VII. Fejezet '
5B-57 b) gR/V?

5B-59 A valasz adott. 7A-1 a)N'm’ b) 2C/°

5B-61 314N TA-3 a) —3ax” +2bx b) x=b/3a




