111. FEJEZET

SIKBELI ES TERBELI
MOZGAS

»Mivégre vannak &k, a Mercator pélusok és az egyenlitok,
A trépusok, zondk s a sok Fold-szelet?”

A hirnék emigyen kérdé, s a sokasdg azt felelé:

»Ezek csupdn egyezményes jelek!”

Lewis Carroll
(Snark vadaszat)
(Farkas Laszl6 forditasa)

3.1 Bevezetés

A kovetkez8kben a pontszer( részecskék mozgisanak vizsgalatat két és ha-
rom dimenzids mozgasokra terjesztjiik ki. Az altalinos térbeli mozgas leg-
tobb alapvets sajatossiga kétdimenzios mozgasokndl is megjelenik, ezért
tobbnyire sikbeli mozgasokkal foglalkozunk. Az eddigiekben definialtuk a
mozgés kinematikai jellemzdit: az x elmozdulast, a v sebességet €s az a gyor-
suldst. Mindharom mennyiségnek van nagysaga és irdnya. Az ilyen mennyi-
ségek leirdsara a sikban és a térben a vektorok szolgélnak.

3.2 Kétdimenzidés koordinatarendszerek
és a helyzetvektor

Egy sikbeli pont helyzetének megadasira leggyakrzﬂoban a derékszogii
(Descartes-féle), vagy a sikbeli poldrkoordindtarendszert hasznaljuk. E két
koordinatarendszert mutatja be a 3-1 4bra. A derékszogi (x, y) koordinatak
azon szakaszok hosszaval egyeznek meg, amelyeket a vizsgilt pontb6l a ten-
gelyekre bocsatott merdleges egyenesek a tengelyekbdl lemetszenek. Az (7,
6) polarkoordinatak jelentése a kovetkez8: r az origot az adott P ponttal 6sz-
szekotd szakasz hossza, a @ polarszdg pedig az OP egyenesnek a pozitiv x
tengellyel bezart szoge. A szoget az x tengelytSl az Sramutatod jdrdsaval
ellentétes iranyban mérjik.

A P pont helyzetét kényelmesen magadhatjuk egy adott koordinata-
rendszerben felvett vektorral is. A vektorokat irdnyukkal és nagysdgukkal
jellemezziik. Miiveleti szabalyaikra a késSbbiekben visszatériink. Geometri-
ailag a vektorok iranyitott szakaszok, amelyeket nyillal abrazolunk. A nyil
hegye mutatja a vektor irinyat, a szakasz hossza pedig a nagysagat. A fizikai
mennyiségeket reprezentdlé vektorok fontos sajatossaga, hogy nagysaguk

S S S

3-1 abra

a) A P pont derékszdgii (vagy
Descartes) koordindtdi (x, y) és sikbeli
polarkoordinatdi (r, 6).

b) Derékszogti haromszogre vonat-
koz6 trigonometriai §sszefliggések.
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i mellett meg kell adni a megfelel fizikai mennyiség dimenzi6jat. Példdul a

___________ p ‘ 3-2 4bran jelzett r helyzetvektor a P pont helyzetét mutatja meg a koording-

I tarendszer origdjihoz képest. Az r vektor csicspontjabél a tengelyekre bo-

: csatott merdlegesek a tengelyekbdl éppen a P pont x és y kordinatait metszik

| ki. A tengelyekre vett vetiileteket nevezziik az r vektor derékszogii vagy

0\ J' . Descartes féle komponenseinek (dssszetevginek). A vektorok dsszetevdit

f ' rendre x-szel és y-nal jel6ljiik. Az 8sszetevSk értéke pozitiv is és negativ is

lehet attol fiiggéen, hogy a komponens az origotél milyen irinyba mutat. A

3-2 dbra vektorok komponenseik segitségével egyértelmiien magadhatok. A kompo-

Az r helyvektor és x, y komponensei.  nensek meghatdrozasat a vektor komponensekre bontisinak nevezziik.

A helyzetvekor kijel6li a P pont helyét ~ Nyomtatasban a vektorokat fett betiikkel (r), kézirasban pedig a betiijel f6lé

az origbhoz képest. hazott kicsiny nyillal ( 7 ) jeldljiik. A helyzetvektor nagysaganak (abszolut

értékének) jel6lésére pedig az |r|, ill. » szimbolumokat hasznaljuk. Egyszer(i

trigonometriai Gsszefiiggések segitségével belathato, hogy a derékszogli és a
polarkoordinatak kozott a kovetkez dsszefiiggések allnak fenn:

]
1O

x=rcos r=qlx’+y?
i y 3-1
y=rsinf 1gf==
X

ahol 0 a pozitiv x iranytol az éramutat6 jarasaval ellentétes irAnyban mért szog.

A vektorok nagysiga szamokkal (skaldris mennyiségekkel) valo szor-
zassal novelhetd, vagy csokkenthets. A —1-gyel valo szorzas hatasara a vek-
tor irdnya ellentétesre valtozik. A 3-3 4bra ezeket a miiveleteket illusztralja.
(Vegyiik észre, hogy a skalarral valo osztast nem sziikséges definialni, hiszen
ez megegyezik az egynél kisebb szamokkal torténd szorzassal.) A vektorok

2A A (— ) (—2A) skalar osszetev8i — mint azt a kévetkezd példaban megmutatjuk — a szdg-
figgvényekre vonatkozé el8jelszabalyok szerint vesznek fel pozitiv vagy
3-3 4abra negativ értéket.

Vektorok szorzasa skalarral. A —1-gyel
valé szorzassal a vektor negativjdt
(ellentettjét) kapjuk. Ez azt jelenti,

hogy az A és a —A vektorok abszolut

értéke azonos, de iranyuk ellentétes. A 3-4 abran ldthat6 r helyzetvektor nagysaga 0,1 m és iranya 150 fo-
(A két vekort antiparalellnek is nevez- kos szoget zar be a pozitiv x tengely iranyaval. Hatirozzuk meg a
ziik.) vektor derékszogli komponenseit.

MEGOLDAS

Az dbra szerint a derékszogli komponensek a kovetkezsk:
x dsszetevd: x = r cos 150° = (0,10 m)(cos 150°) = -0,0866 m

»
y dsszetevd: y = ¥ sin 150° = (0,10 m)(sin 150°) = 0,0500 m

Az (r, 0) sikbeli poldar koordindtarendszerben a 6 szoget a pozitiv x
tengelyt8l az 6ramutaté jarasaval ellentétes irdnyban mérjiik. Egyes
y esetekben a probléma egyszeriibb ¢és vilagosabb megfogalmazasat se-
| giti, ha az dbrdn nemcsak az x tengelytdl, hanem mads tengelyektdl
——————————— — mért szogeket is bejeloliink.

!

|

| ] \\1500

i 30°¢ 1 A vektorok alkalmazasanak talan legfontosabb oka az, hogy a vektoria-
; X lis alakban felirt egyenletek az adott vonatkoztatasi rendszerben tetszélege-
: sen valasztott koordindtarendszer esetén érvényesek. Mindegy tehat, hogy

3-4 4bra derékszogli, illetve sikbeli vagy térbeli polarkoordinatakat hasznalunk. A
A 3-1 példéhoz.

vektorjeldlés a matematikai formulékat rendkiviil egyszervé teszi, bizonyos
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értelemben lehamozza a szamitasokrél azokat a nehézkes részleteket, amik
egy specialis koordinatarendszerbeli reprezenticioval jirnak, s igy a fizikai
tartalom vilagosabban allhat elSttiink. A fizika sok modern agdban keriilnek
szembe szinte lekiizdhetetlen nehézségekkel, ha az elegansan egyszerd
vektoralis jeldlésrendszer nem allna rendelkezéstinkre.

Mindezek mellett a vektoralis jel6lés tovabbi mély kapcsolatot mutat a
fizikai toérvények rendkiviil fontos tulajdonsiga a koordindtarendszer
eltoldsaval és elforgatasval szembeni invariancia. Ez azt jelenti, hogy a fizikai
torvények matematikai kifejezése valtozatlan marad, ha a koordinata-
rendszert eltoljuk (a rendszer origdjanak helye megvaltozik, a koordinata
tengelyek irAnya azonban az eredeivel parhuzamos marad), vagy elforgatjuk
(a tengelyek térbeli iranya elfordul). Mivel a vektorok hasonld invariancia
tulajdonsagokkal rendelkeznek, a vektorszdmitds igen sok fizikai elmélet
kifejtésekor idedlis matematikai eszkozt jelent.

3.3 A Ar elmozdulasvektor

A 3-5 4bra egy gorbe vonalon mozgo részecske palydjat mutatja az (x,, y)
koordinataji, r, helyzetvektora P, kezdSponttél, az (x,, y,) koordinataji r,
helyzetvektora P, végpontig. A két pont kozétti palya tényleges alakjatol
fiiggetleniil az eredd elmozdulast a Ar vektorral definialjuk. Vegyiik észre,
hogy az elmozduldsvektor nagysdga nem a'gérbe palyan megtett Gt hossza-
val, hanem a kezd6 és a végpont kozotti legrovidebb utat jelentd egyenes
szakasz hosszaval egyezik meg.

A Ar elmozdulasvektort az x és az y irdiny menti elmozdulasokkal is ki-
fejezhetjiik. Ehhez be kell vezetniink az X,y és Z egységvektorokat, ame-
lyek egységnyi hosszusaguak' ¢és nincsen dimenzidjuk. A 3-6 dbra az egy-
ségvektorok alkalmazasat illusztralja. Az X,y és z egységvektort a kovér
betii feletti kalappal jeloljiik. E vektorok nagysaga és irdnya nem valtozik ¢és
barmilyen mennyiség jeldlésére is hasznaljuk Sket, dimenziojuk sincs csupéan
iranyok jelzésére szolgalnak. Altaldban minden C vektor leirhato a C, és C,
derékszogl komponensekkel, vagy a C X és C,y vektordsszetevdkkel.

<
<

By;’
v - | A=A« X
X
ol% 0 Bk
a) Az X és y egység- b) Egydimenzios vekto- c) Egy kétdimenzios B
vektoroknak dimen- rok kifejezhetdk a vektor, amelynek
Descartes-féle koor- Descartes-féle koor-

zi6ja nincs, hosszuk

dinatajuk és az egy- dinatdi B, és B, felir-

egységnyi, irdnyuk a ’ 3 A "
megfeleld tengely ségvektor szorzata- hato a B X és B,y
pozitiv irdnya. keént. vektorkomponensek

Osszegeként.

Az egységvektorok X, ¥ és Z jeldlése helyett szokasos az i, j és k szimbolumok haszni-

lata is. Ugy tiinik azonban, hogy a haladok szdmara irott kényvek szerzGi a koordinata ten-
gelyek és a megfeleld egységvektorok azonos bettivel valo jelolésére torekednek. A rend-
szer kénnyen megjegyezhetd, sok esetben elkeriilhetSvé teszi az indexek hasznalatit és

kényelmesen alkalmazhato mas tipusi, pl. polarkoordinatak esetén ( I, 8 és 4; ).

Utvonal

ol
3-5 abra

A gorbiilt palyan P -t8l P,-ig mozgd
részecske Ar elmozdulasvektora.

X

3-6 abra

Az X és y egységvektorok hasznala-
ta. Ha egy skalart egységvektorral
szorzunk, akkor a skalarbol. vektor
lesz, amelynek nagysiaga megegyezik
a skalar értékével, iranya pedig azonos
egységvektor iranyaval.
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"
3-2 PELDA

A 3-7 4bra szerint egy részecske a (2 m, 1 m) pontbdl a (5 m, 5 m)
pontba mozdul el. Hatirozzuk meg a Ar elmozdulasvektor iranyat és
nagysagat.

MEGOLDAS

A Ar elmozduldsvektor skalarkomponensei a kévetkezdk:

Ax=xx=5m-2m=3mésAy=y,-y,=Sm-1m=4m.

Az osszetevOk az eredSvel 3-4-5 tipusu pitagoraszi szimharmast al-
kotnak, amint az a 3-7/b abra illusztralja. Az eredd Ar abszolut értéké-
re a Pitagorasz tétellel

Ar=y(Ax)? + (&)’ =/3m)> +(4m)? =25 m=500m
adodik. A Ar elmozdulasvektor irdnyat az x tengellyel alkotott O

A'l s 00° szdggel adhatjuk meg. Az abra szerint
3m go="2-2M_133
(b) Ax  3m
3-7 4bra amibdl a 6 szdgre 0 = arc tg 1,33 adodik.
A 3-2 példahoz. A Ar elmozdulis- Az arkusz tangens fliggvény inverze, ennek megfelelGen 6 azt a sz§-
get jelenti, ainelynek tangense 1,33. Zsebszamologép segitségével ez

vekor skalardsszetevoi: Ax és Ay. )
a szog

0=53,1°.

Erdemes megjegyezni, hogy a 3-4-5 tipusu hdromszdg hegyesszogei
rendre 36,9° és 53,1°.

3.4 Vektorok osszeadasa és kivonasa

Vektorok 6sszeadasét és kivonasat kétféleképpen, geometriai (eckkor grafiku-
san hatdrozzuk meg az eredményt) és a pontosabb eredményt adé algebrai
% modszerrel végezhetjiik el.

A geometriai médszer

A vektorok Osszeadasdra és kivondsdra készitett abrakon a vektorokat —
nagysaguk és irAnyuk megtartisaval — tetszés szerint mozgathatjuk. A vek-
torosszeg grafikus meghatirozasahoz rajzoljuk fel az egyik vektort, majd a
végpontjabél mérjiik fel a masik komponenst. Az 6sszeget az els6 vektor
kezdépontjabol a masodik végpontjaba mutatd vektor adja meg. A 3-8 abran
példaul az A és B elmozdulasvektorokat aduk 6ssze és meghatirozzuk az
ered6 C vektort. Az dbra mutatja, hogy a vektorok Osszeaddsa kommutativ,
azaz nem flgg a tagok sorgendjét6l: A + B = B + A. Kett6nél t5bb vektort
grafikusan a 3-9/a 4bran bemutatott un. ,,poligon” (sokszog) modszerrel
adhatunk 6ssze. Ennek sordn a vektorok Gsszeaddsa tetszés szerinti csoporto-

i sitdsban végezhetd (3-9/b 4bra), azaz a vektorok dsszeadasa asszociativ mi-
3'8 abra ve]et.

Vekorok 0Osszeadasdnak kommutativ
térvénye. Bar az A+B és B+A miivelet
dbraja kilonbozd, a C osszegvektor
azonos.

kommutativ: A + B=B + A

A vektorok Osszeadasa .
asszociativ: (A + B) + C= A + (B + )
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A+C+B=D

a) Sokszdg modszer harom vagy tobb b) Az a) abran lathaté dsszeg meg-
vektor 0sszegezésére hatrozasa a tagok mas sorrendjé-
vel. A kommutativ torvénynek
megfelelGen az dsszegvektor ugyan-

az mint az a) abran.

(A+B)+C=D A+(B+C)=D
(c) (d)

x

¢) és d) Az asszociativ tdrvény szerint a vektorok osszeadasa a tagok kiilén-
boz8 csoportositasaval is elvégezhetd.

A vektorok kivonasanak definicidja el6tt felidézziik, hogy a kivonas negativ
mennyiség hozzdaddsaként is értelmezhetS. A vektorok ellentettjét mar defi-
nidltuk (3-3 abra), igy a kivonds értelmezése a kévetkez6:

II. Vektorok

. , D = A - B definicio szerint D = A + (-B)
kivonasa

(3-2)
A grafikus kivonas sordn az A és a (—-B) vektor adjuk dssze a mar definialt
moédon (3-10 4bra). A kivonas sordn a vektorok nem cserélhetSk fel, hiszen
(A - B) =—(B - A). Pongyola kifejezés tehat a ,,két vektor kiilonbsége” sz6-
hasznalat, ha nem mondjuk meg melyik vektor a kivonandé, ill. a kisebbiten-
dé. Figyeljiik meg, hogy bizonyos esetekben (3-11 dbra) két vektor kiilénb-
ségének abszolit értéke nagyobb lehet mint a két vektor dsszegéé.

Osszeadas: A+B=C
/4 \ Al \Be
A B
C

Kivonas: A-B=D (-
(a miivelet: A + (-B) =D)

Adott:

3-9 abra

Harom vektor 6sszeaddsa

V& (-B)

(_A_.._

C=A-B A

=A+(-B) & 3
(-B) (-5} C

3-10 abra

Az A-B kiilonbség meghatarozasakor
eldszor felrajzoljuk az A vektort, majd
hozzaadjuk (-B)-t.

3-11 abra

Egyes esetekben a kiilonbségvektor
nagysdga nagyobb lehet mint a két
vektor dsszegének nagysaga.
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3-12 4bra

Az A és B vektor x komponenseinek
Osszege megegyezik a C 6sszegvektor
x Osszetevdjével. Hasonlo szabaly az y
komponensekre.

(m) §
8L —
|
6 L i
i
4+ D }
i
2 b i
|
!
8\1 | i Nie
0 2 4 6 (m)
(a)
Yy
b (m)
18
————————— 6
!
!
| E 14
!
‘ 42
|
' 450_¢ 1350
1 i | 1 N_ X
—8 —6 —4 =2 0
(m)
(b)
3-13 abra

A 3-3 példahoz

T

Figyelmeztetés az el6jelekre vonatkozoan: A vektordiagramokon csak akkor
hasznéljuk negativ elGjelet, ha egy vektorral ellentétes iranya maésik vektort
kivanunk jeldlni. Soha ne lassunk el negativ elSjellel egy vektort azért, mert
torténetesen valamelyik negativ koordinita irdnyba mutat. (Példaul a lefelé
mutat6 nehézségi gyorsulds —g-vel valo jelolése célszertitlen, a g jelslés al-
kalmasabb.) Ha egy vektort negativ el§jellel latunk el, az mindig magaban
rejti annak a félreértésnek a lehet8ségét, hogy az ,,igazi” pozitiv vektor éppen
cllentétes irdnyba mutat. A vektordiagramok a pozitiv és negativ irany va-
lasztasatol fiiggetleniil fenndlld osszefliggéseket fejeznek ki. A félreérthets-
ség lehetdsége miatt ismételten hangsulyozzuk, hogy a vektordiagramokon
csak akkor haszndljunk negativ eldjelii vektorokat, ha egy madsik ugyancsak
szerepld vektor ellentetjét kivanjuk jeléini.

Algebrai médszer

A vektorok Osszeadasanak és kivondsanak algebrai végrehajtasa pontos
eredményre vezet. Ekkor az egyes vektorkomponenseket algebrailag kell
Osszeadni, ill. kivonni, hogy megkapjuk az ered6 megfelel§ dsszetevéi. A
3-12 &bra geometriailag szemiélteti ezt a miveletet, mig a kdvetkezd példa a
miivelet algebrai megoldasat mutatja be.

3-3 PELDA

Hatirozzuk meg a kovetkezd elmozduldsvektorokat:

A=GBm)X+Gm)y
B=(1m)X+ (-4 m)y
. C=(22m)x+(3m)y

Hatdrozzuk meg algebrai iton a) a D= A + B + C vektort,
b) az E =-A -B + C vektort.

MEGOLDAS

a) Az A + B + C 6sszeg meghatarozasahoz foglaljuk tédblazatba a ta-
gok x és y Osszetevdit, majd adjuk ossze a megfeleld komponense-

ket.
Vektor x Komponens  y Komponens
A 3m 3m
B I m —4m
C -2 m 5m
D=A+B+C 2m 4 m

fgy D=(2m)X+ (4 m)y, amint ezt a 3-13 4bra mutatja. A D

vektor nagysaga -

D=D}+D} =y/(2m)* +(4m)’ =447m

Az x tengely pozitiv irdnyaval alkotott 8 sz6g pedig

D 4
0 =arctg| —> | =arctg—— =arctg 2 = 63,4°
D 2m

X
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b) Készitsiink 4j tdblazatot a vektorok Osszetevgibdl, jelezve, hogy a
—A és —B vektorok OsszetevGi az A és B vektorok GsszetevBinek

ellentetjei.
Vektor x Komponens  y Komponens
-A -3m -3m
-B -1m 4 m
C -2 m Sm
E=(-A)+(-B)+C  —6m 6m

Itt E=(~6 m)X + (6 m)y ,amint azt a 3-13/b dbra mutatja.
E nagysaga

E=E} +E? = (-6 m)* +(6m)> =849 m

Az E vektor a masodik térnegyedbe esik és az x tengely negativ
iranyaval a kovetkez6 szoget zarja be’

v —6m

¢ =arctg
E

=arctg
m

|=45°

x

Polarkoordinatakban a 0 szdget a +x tengelytdl az oramutatd jarasa-
val ellentétes iranyban meérjiik, azaz

0= (180°—45°) = 135°
Egyes esetekben kényelmes az x tengely negativ irdnydval alkotott

0 = 45°-0s szog bejelolése is, ekkor azonban olyan dbrat kell késziteni
amelyrél vilagosan leolvashato, hogy melyik szogrol van szo.

A vektorokat gyakran r, 6 poldarkoordinatdkkal adjuk meg, ahol r a vektor
hossza, 8 pedig a pozitiv x tengelytSl az oramutato jarasaval ellentétes irany-
ban mért sz6g. Az ilyen alakban megadott vektorokat Gigy adhatjuk &ssze,
hogy el6szor meghatarozzuk derékszogii Osszeteviket, majd a mar ismerte-
tett eljarast alkalmazzuk. A kdvetkezs példaban ezt olyan vektorok dsszeada-
saval illusztraljuk, amelyek nem az els6 térnegyedbe esnek, ezért a koordi-
nata-transzformacio soran a szogfiiggvények inverzeit nagyon gondosan kell
kezelni.

3-4 PELDA ‘

Adott a F vektor és a G vektor polarkoordinatakkal:
F=(4 m, 150°) és G = (5 m, 270°)

Hatarozzuk meg a H = F + G vektor polarkoordinatait (3-14/a 4bra).

A trigonometrikus fiiggvények inverzét a legtébb szamologép csak a —90° < 0 < 90° tarto-
ményban adja meg. Ezért kiilonds gonddal kell eljdrnunk, ha a vektor a mésodik vagy a
harmadik térmegyedbe esik. Mindig készitsiink abrat!

y
F \1500
QAN
G 5
H
| /S G
(a)
y
3464m 9
-y
i
i
3,00 m | H
i
:
(b)
3-14 abra

A 3-4 példahoz.
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MEGOLDAS

El6szor kifejezziik a vektorok derékszogii komponenseit:

Vektor x Komponens y Komponens

F (4 m)(cos 1500)=-3,142 m (4 m)(sin 150°)=2,00 m
G (4 m)(cos 270%) =0 (4 m)(sin 270°) = -5,00 m
H=F+G -3646m -3,00 m

A H vektor iranya a 3-14 abran megrajzolt haromszdgbdl hatarozhatd
meg

Y

3,000 m
X

=0,8661 va = arctg= 0,8661= 40,9°
3,464 m gy ¢ &

Ennek megfeleléen H irdnyszdge poldrkoordinatdkban
0= (180° +40,9°)

igy H= (4,58 m, 221°)

3.5 Térbeli vektorok

A térben g legismertebb koordinatarendszer térben az egymdsra merdleges x,
y, és z tengelyekkel rendelkez8 Descartes-féle koordinatarendszer. A tengely-
rendszert még azonos tengelyallasok esetén is kétféleképpen vehetjiik fel. Az
y xy sikra merSleges z tengelyt ugyanis kétféleképpen iranyithatjuk. Megalla-
(b) podas szerint azonban az un. jobbrendszert szokds hasznalni, amit a kdvet-
3-15 abra kez8képpen definidlunk. Vegyiik fel tetsz6legesen az x és y tengelyeket, majd
forgassuk a pozitiv x iranyt a pozitiv y irany felé. Ez a forgatas kitiintet egy
forgdsi irdnyt. Valasszuk a z tengely iranyat ugy, hogy egy jobbkezes csavar
ilyen forgatds hatdsira a pozitiv z iranyba mozogjon. Mas kritériumot kap-
hatunk a jobbrendszer kijelolésére a kdvetkezSképpen. Kifeszitett hiivelyk-
Ujjal hajlitsuk be jobbkeziink tobbi ujjat ugy, hogy hegyiik az el6bb kijeldlt
forgas iranyaba mutasson. Hiivelykajjunk kijeldli a z tengely pozitiv iranyat!
A 3-15 4bran egy jobbrendszer perspektivikus képe lathatd. A P pontx, y, z
v koordinatai rendre 3 m, 2 m, Im.
l Az eddig hasznalt egységvektorrendszert a z tengely pozitiv irdnyaba
X mutaté Z egységvektorral kiegészitve, egy térbeli B vektor pl. a 3-16 dbran
- /1 AT~ lathatd modon allithato el8 derékszogii koordinatakkal. Az 4ltalanosan ismert
lf‘\\\ \yy h térbeli koordindtarendszereket a 3-17 dbra ismerteti. Jelenleg elsgsorban a

j
' 5a B ~~so -7 : Descartes-féle koordinatarendszert alkalmazzuk.
i B2
| Bk |
~n

|

|

! I
1 * 3-5 PELDA

Jobbrendszert alkotd Descartes-féle
koordinatarendszer egy P pont térbeli
koordinataival. Bar az a) és b) abra
mas-mas tengelyirdnyitdst mutat,
mindkét koordinatarendszer jobbsod-
rasu

/ T~ P
z ~~
3-16 abra
A B vektor térbeli koordinatai B, B,
és B, A megfelel§ vektordsszetevék A helikopterallomast 480-0s szogben északkelet felé elhagyo heli-

kopter vizszintesen 2 km-t tesz meg, mialatt magassaga 2500 m-re né.
7 R A A pilota ekkor keletre fordul és 1500 m-t siillyedve vizszintesen még
B=B,X+B,y+B, z alakban irhat6 3 km-t tesz meg. Milyen irdnyban és mekkora tavolsagra jutott a gép a
fel. repll6térts1? (3-18 abra)

B X, B,y és B, 7. Ezekkel a vektor a
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A Greenwichen athalado kezdd 4
hosszasagi kor (0° hosszusag).

a) b) c) (d) A foldgombon elfoglalt helyzet két
Descartes-féle Hengerkoordinata- Gombi polarkoordinatak szoggel jellemezhets: a ¢ hosszu-
koordinatak rendszer (p, ¢ , z) (r,0,9) sagi szdoggel (amit a Greenwiche
(x,»,2) X=pcos¢ x =rsinf cos¢ (Anglia) atmend kezd8 hosszusagi
y=p sin¢ y =rsinfsin ¢ kortdl keletre €s nyugatra mériink)
_ ¢s a szélességi szoggel (amit az
z=7z Z=rcos¢ O L oas .
egyenlit6tol északra és délre mé-
p=vx+y? = x> +y? +2° riink). Ez a két szog alkalmas a
Ly gomb feliiletét alkoto két dimenzi-
tgg== tgf =/x* +y* /z 6s gorbiilt tér jellemzésére. Ha
3-17 4bra ted=y/x figyelembevessziik az atlagos ten-

gerszint feletti magassagot (azaz a
gémb kodzéppontjatél mért R vilto-
zasat), akkor a szoban forgo tér ha-

Egy pont térbeli helyzetének meghatdrozasara
szolgalo kiilonboz6 koordindtarendszerek.
Mindegyik esetben hdrom paramétert (x, y, z),

romdimenzios.
(p, 9, z),ill. (r, 6, ¢ ) tartalmaznak, amelyek
jellemzik a haromdimenzios teret.
(Fel)
z 2z
b i
3k (Eszak) 1,53 km
2,5km — X 4,29 km

1,5 km 1,5 km

l/>

(Nyugat)

Ay =2 km 70,3°=¢
Clirs,= 4,55 km
(Kelet)
a) Az A és B elmozdulasvektorok. b) Az ered6 C = A + B elmozdulas.

3-18 abra
A 3-5 példahoz. Térbeli elmozdulasvektorok.

MEGOLDAS

A helikopter végs6 helyzetének meghatarozdsahoz két térbeli elmoz-
dulasvektort kell 6sszeadnunk. Az eljaras elsé 1épéseként a vektorok
derékszdgii koordinatait kell meghatiroznunk. Az &sszeadds utan ki-
szamitjuk a kapott elmozduldsvektor hosszat és irdnyat. Hasznaljunk




50 3/ Sikbeli és térbeli mozgas

olyan derékszogli koordinatarendszert, amelynek x tengelye északra, y
tengelye nyugatra, z tengelye pedig fiigg6legesen felfelé mutat.

Az elmozdulasvektorok derékszogli OsszetevSit az alabbi tablazat
mutatja ( a tavolsagokat kilométerben mérjiik):

Vektor x Osszetevé y Osszetevé 7 Osszetevd
2cos40° - 2sin 40°
- _——
A 153 ~ 129 2,5
L5 - 2,5
—~—
B 0 -3 - 10
C 1,53 -4.29 1,5

Ennek megfelel8en az eredd elmozdulas: C = 1,53%x —4,29y —1,50%.
A repiil6tértdl valo tavolsagot a kapott vektor hossza adja:

10 =(1,53)" +(~4,29)* +(1,50)" =4,79 km

A vizszintes irdnyban mért szog

¢ = arctg (%) =170,3" ¢szakkeletre

A teljes elmozdulas vizszintes Osszetevéje:

Cvizsz: .J(4’29)2 + (1,53)2 = 4;55knl

Az elmozdulasvektornak a vizszintessel alkotott szége:

-

vizsz

C :
v =arc COST =arc cosﬂ =|18,2" a horizont felett

>

3.6 A sik- és térbeli mozgas sebessége és gyorsuldasa

A masodik fejezetben egyenesvonali mozgasra vonatkozoan mar definialtuk
a kinematikai alapfogalmakat, az elmozdulast, a sebességet és a gyorsulast. A
vektorok felhasznalasaval most két- és haromdimenziés mozgasokra is ki-
terjesztjiilk ezeket a fogalmakat. Az egyszer(iség kedvéért abraink tobbnyire
kétdimenzids esetre vonatkoznak. Az eredmények azonban kis gyakorlattal
konnyen kiterjeszthetGk a haromdimenzios esetekre.

A 3-19 abra két varos kozotti autoutat mutat. A varosok tdvolsaga to-
ronyirant 100 km. Vizsgaljuk fizikai szempontbol egy auto utjat a két varos
kozott. A kiinduld véros helyzetvektora legyen r (x,, y,) a célvdrosé pedig
r,(x, ¥,). A Ar elmozdulasvektort az

Elmozdulas- Ar=r, —r, (3-3)
vektor Ar

Osszefliiggés definialja. Természetesen a gépkocsi altal a gorbevonala palyan
ténylegesen megtett Gt Ar-nél hosszabb is lehet. Az atlagsebesség-vektor
definicioja a kovetkezd:
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|

Atlagsebesség _Ar
vektor vy Vi =57 (3-4)
y
‘(xz'yl)
Utvonal
3-19 abra
x A Ar elmozdulasvektor az (x,, y,)

kezd&pontbol az (x,, y,) végpontba
mutat. Vegyiik észre, hogy

ahol At=t, ¢, azt az idGtartamot jelenti, ami alatt a gépkocsi a palya (x,, Y r,+Ar=r,.

és (x, v,) kozotti szakaszat megtette. Oda-vissza 1t esetén pl. az elmozdulas

és igy az atlagsebesség-vektor is zérus lenne. A pillanatnyi sebességet a palya

barmely pontjiban a Ar/At kiilonbségi hanyados hatdrértékével ertelmezhet-

jiik, midén At zérushoz tart (3-20 abra). Bar ezen folyamat soran Ar is ki-

csinnyé valik, a Ar/At arany nem feltétleniil kicsi. Pillanatnyi sebességnek a

hatarérték-képzési folyamat eredményét nevezziik. Ha a mozgé test a ¢ id6-

pillanatban az r(z) helyen a ¢ + At pillanatban az r(t + Ar) helyen tartozkodik,

akkor
Pillanatnyi v = lim (éij _ dr (3-5)
sebesség v ar=0 \ At dt

Szavakban: ,,v a Ar/At kiilonbségi hanyados hatarértéke, mid6n At tart zérus-
hoz”. A hatarértéket dr/dt-vel jeldljik és ,.r id6 szerinti derivéltjanak nevez-
ziik”. SI mértékrendszerben a sebesség mértékegysége méter per mdasodperc.

Amennyiben az r(?) fiiggvényt analitikusan ismerjiik, akkor a derivaltjat
a G-l fiiggelékben talalhato derivaldsi szabalyokkal is meghatdrozhatjuk.
Figyeljiik meg, hogy hatarértékben Ar iranya a pilya érintdjének iranyahoz
kozeledik. Emiatt a v pillanatnyi sebesség mindig a palya érintéjébe esik és a
haladds irdanydba mutat.

A fizikaban a sebességvektor mindig nagysaggal ¢és irdnnyal jellemzett,
mennyiség. A sebességvektort koordinatarendszertdl fiiggetleniil definialtuk,
igy barmely koordinatarendszerben ugyantigy hasznalhato — ez talan a legna-
gyobb el6nye a vektorfogalom alkalmazasinak. Der¢kszogli koordinatakban
a sebességvektor az

r=xx+yy+zz

helyzetvektor segitségével

~

dr N dx . dy . dz
vV=—=v X+x—+V y+ty—+v,2+z—
dt dt - dt dt
alakban fejezhetd ki.
Q
P 3-20 dbra
Az dbra a 3-19 gérbevonalu pdlya
kicsiny részének nagyitdsa. A hatarér-
r(t+At) tékképzési folyamat soran, amikor a 0

pontot egyre kozelebb és kozelebb
vessziik fel P-hez, a Ar/ At kiilonb-
ségi hanyados a dr/dt hatérértékhez
tart, ekdzben Ar irdnya a gérbe P pont-
beli érint6jének iranyahoz kozeledik.
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v
(m)
or m
4L ___ __s
! lgm
r I v S
2+ | !
] L 1 1 L L x
0 2 4 6 8 10 12
(m)

3-21 abra

A 3-6 példahoz. Mozgé test pillanat-
nyi helyzetvektora és sebességvekto-
ra.

3-22 abra
At id6 alatt a sebességvektor iranya
és nagysaga is valtozik, a véltozas Av

A dR/dt, dy/dt és dz/dt derivaltak értéke zérus, mivel az X, § ésZ egy-
ségvektorok dllandok, nem valtoznak az id6 fliggvényében. igy

V=V X+ Vv, y+v,2 (3-6)
ahol a sebességvektor koordinatédi egyenlSk helyzetvektor koordinitdinak a
derivaltjaival:

dz

dy
=, , = 3-7
dr Ve T -7

3-6 PELDA

Egy az xy sikban mozgd részecske helyzetvektoranak derékszdgi ko-
ordinatai az x = (2 m/s?) és y = (16 m s2)/2 osszefiggések szerint
valtoznak. Hatarozzuk meg a részecske helyzetvektorat és sebesség-
vektorat a t = 2 s id6pontban és abrazoljuk ezeket.

s Vy

MEGOLDAS

A helyzetvektort barmely idépontban az

16

r=2%+ —1‘757 ( SI egységekben)

fliggvény adja meg. A 3-6 egyenlet szerint a sebességvektor:

Meghatirozva czeket a vektorokat a ¢ = 2 s pillanatban és beirva a
mértékegységeket, azt kapjuk, hogy

r=(8%+49)m és =(8k—4y)m/s

A helyzet- és sebességvektort a 3-21 abran rajzoltuk fel.

A gyorsulas

A gyorsulas definiciéja az egydimenzidban adott definicidhoz hasonléan
adhato meg. A 3-22a abra egy gdrbevonala palyan mozgo részecske helyze-
tét mutatja két kiilonbozd idépontban. A mozgas soran a részecske sebessége
néhet, vagy csokkenhet. Vélasszuk azt az esetet, amikor a sebesség novek-
szik. A V(1) és v(t+At) sebességvektorok kezddpontjat az dbran a részecské-
nek az adott idépontban vald helyzete hatarozza meg. A sebességvektor val-
tozasat a 3-22 abran kovethetjiik.

A vektorabran a v(1) és v(t+At) sebességvektorok iranyuk és nagysaguk
megtartasaval szabadon mozgathatok, igy felrajzolhaté a v(?) + Av = v(t +At)
vektorosszeg, amibdl kifejezhetjiik a Av = v(t+At) — v(t) killdnbségvektort.
(A kiilonbséget a v(t+At) végsebesség €s a —v(t) sebesség Osszegeként hata-
rozhatjuk meg, amint azt a 3-22 4bra mutatja.) Az dtlagos gyorsulas defini-
ci6 szerint:

vit+al v(t+At)

v(t) v(t) Av

v(t+AD) av (=vit)

(b)

Utvonal

(a) (c)
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Atlagos a. Av

gyorsulas ag, W=y (3-8)

A pillanatnyi gyorsulas :

Pillanatnyi gyorsulads a a=lim ﬂ = ﬂ 3-9)
Ar—0 At dt

Szavakban: ,,a a Av/At kiilénbségi hanyados hatarértéke, midén At tart zérus-
hoz”. A hatarértéket dv/dt-vel jeldljiik és ,,v id6 szerinti derivaltjdnak nevez-
ziik”. SI mértékrendszerben a gyorsulas egysége [(méter per masodperc) per
masodperc], rovidebben m/s?. Derékszogli komponensekben a gyorsulas-
vektor

(3-10)

alakban adhato meg, ahol a gyorsulasvektor dsszetev6i a megfelel sebes-
ségkomponensek id§ szerinti derivaltjai:

dv dv, dv
a, =—- a,= a, =—= (3-11)
dt ¥ dt dt

Az r helyzetvektor, a v sebességvektor és az a gyorsuldsvektor a kinematika
kulcsfontossagu fogalmai, hatékonysaguk és sokoldala alkalmazhatésaguk fi-
gyelemremélto. E fogalmakkal a pontszerii testek tetsz6leges térbeli mozga-
sa leirhato.

Egy gyakori félreértés forrasara azonban még fel kell hivnunk a figyel-
met. A helyzet-, sebesség- és gyorsuldsvektor irdnya nem sziikséges, hogy
azonos legyen. Tekintsiik példaul egy eldobott és pusztan a gravitdci6 hatasa-
ra mozg6 labda parabola palyajat (3-23 dbra). A sebesség mindig a palya
érintéjének iranyaba mutat, a helyvektor folyamatosan véltozik, mig a gravi-
tacio miatt fellépd gyorsulds iranya mindig lefelé mutat és nagységa is allan-
dé. Nem szabad meglep&dniink azon, ha egy test gyorsuldsa nem a mozgas
iranyaba mutat! Még az is lehetséges, hogy a test egy pillanatban nem mo-
zog, bar gyorsul; gondoljunk a palyaja tetSpontjira érkezd fiiggblegesen
felfelé hajitott testre (3-24 abra). A régi gorogok még nem fogtak fel ezeket a
finom részleteket, kovetkezésképpen nem is érthették meg a mozgas lénye-
gét.

Hatarezzuk meg a 3-6 példdban szereplS test gyorsuldsit. Rajzoljuk
meg a test helyzet-, sebesség- és gyorsulasvektorat a ¢ = 2 s idSpontban.

MEGOLDAS

A 3-6 feladat szerint a helyzet-id§ és a gyorsulds-id6 fliiggvényt a ko-
vetkez$ formulak irjak le.

r= 2t2§(+E y

-~

(SI egységekben)

w

. 32
V= 4[x.-tTy

ol

3-23 abra

Az eldobott labda parabolapalyan
mozog. Az abra mutatja, hogy egy
adott pillanatban a labda az r hely-
zet-, v sebesség- és a gyorsulas-
vektora harom kiilonb6z6 irdnyba
mutat.

A pélya cstcspontjan a pillanatnyi
sebesség zérus, a gyorsulas pedig
9,81 m/s? és lefelé mutat.

3-24 abra

Fiiggblegesen feldobott test pdlya-
gorbéje. A test szabad mozgésa sordn
(mind felfelé, mind pedig lefelé¢) a
gyorsulds lefelé mutat és allandd,
nagysaga 9,81 m/s2. igy egy test mo-
zoghat felfelé, mikdzben lefelé gyor-
sul, s sebessége zérus lehet egy pilla-
natban, (a csicsponton), mig gyorsu-
lasa tovabbra is lefelé iranyul.
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g
SZ
——-=
Y [
m
(m) 6;2-: a
6 | m
l 8?
41 — _ _ - =
v 1,m
r | 17
2F |
T i . 1 i x
0 2 4 6 8 10 12(m)

3-25 abra
A 3-7 példahoz. Valtozo mozgast vég-
z6 test pillanatnyi helyzete, sebessége
és gyorsuldsa

3-26 abra

Stroboszkopikus felvétel két golflab-
da mozgasarol. A két mozgds ugyan-
abban az id6pontban indult, az egyik
labdat fiiggdlegesen leejtettiik, a ma-
sikat vizszintesen 2 m/s scbességgel
clhajitottuk. A két labda fuggdleges
mozgasa azonos annak cllenére, hogy
az cgyik labda allando, vizszintes
iranyd sebesseéggel rendelkezett. A
felvétel j0l mutatja, hogy a graviticio
hatasa alatt szabadon mozgo testek

vizszintes ¢és fuggdleges mozgasa

fliggetlen egymastol. A fénykép 1/30
masodpercenként felvilland fénnycl
késziilt. A fehér vonalak egymastol
15 cm tavolsagban kifeszitett harok
képei.

Az a = dv/dt gyorsulas ilymodon

A t =2 s idGpontban pedig:

r=8x+4y
v =8x—4y (SI egységekben)
a=4x+6y

A keresett vektorokat a 3-25 dbra mutatja.

3.7 Hajitasok

A mechanika kifejlesztésében hatalmas fejlodést hozo két gondolkodot, Ga-
lileit és Newtont is izgatta a Fold kozelében, pusztan a gravitacio hatasa alatt
all6 testek mozgasanak leirasa. Szerencsére, ha a testek elég kicsinyek és
elegendGen sulyosak, akkor a légellenallas okozta zavard hatasok elhanya-
golhatok és kis magassagkiilonbségekre korlatozodo helyi mozgasok esetén a
gravitacios gyorsulas allandonak tekinthet6. Minden szabadon esé test
ugyanakkora g = 9,81 m/s? gyorsulassal esik a Fold felé. A Fold forgasabol
eredd effektus szintén elhanyagolhato. Ezen kozelitések mellett Galilei felfe-
dezte, hogy

a szabadon esd testek mozgasanak
vizszintes és fiiggdleges dsszetevdi
tokéletesen fiiggetlenek egymastol’.

Mas szavakkal, a mozgds fiiggbleges és vizszintes Osszetevoi kiilon-kiilon
vizsgalhatok, azaz a kétdimenzids palyagorbe leirasa helyett elegenddé két
kiillonallé egydimenziés mozgassal foglalkozni. A graviticidos gyorsulds
nagysagat g-vel jeloljiik, azaz g mindig pozitiv értéket jelent, mert a gyorsu-
lasnak csak a nagysagat jeloli, az iranyat nem. A 3-26 abra olyan kisérletet
mutat, amely szemlélteti, hogy a fiiggbleges és a vizszintes mozgdsosszete-
vOk fliggetlenek egymastol.

Az el8z8 fejezetben az egyenesvonall mozgasokra vonatkozé kinematikai
egyenleteket irtunk fel [(2-11)—(2-13) egyenletek]. A mozgasosszetevok
fiiggetlensége kovetkeztében ezek a kinematikai egyenletek tetsz6leges ko-
ordinata irAny mentén felirhatok. Térbeli mozgasok esetén az OsszetevOk
vilagos megkiilonboztetésére a kinematikai egyenletekben szerepld mennyisége-
ket a megfeleld koordinata iranyokra utald indexekkel latjuk el. Példaul:

v :(vx)o tat v, = (vy)o tat v, :(vz)o +a,t

X

Ezckben az egyenletekben a ¢ paraméter mindentitt ugyanazt az idGpontot

jelenti.

A mozgasok dsszetevéi nem mindig figgetlenek egymadstol. A kévetkezd fejezetben fonal
végén kdrbe porgetett test mozgasaval foglalkozunk, ahol az x és y Osszetevd kdzott szigo-
1 Gsszefliggés all fenn. A 14. fejezetben targyaljuk a Coriolis erdt. Kideriil, hogy az egyik
iranyban hato erét a ri merSleges sebességdsszetevd szabja meg. A gravitacio hatasara al-
lando g és elhanyagolhaté 1égellenallas mellett megvalosuld mozgasok GsszetevSi azonban
fliggetlenck egymastol.
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Amint a 3C-37 feladat is mutatja, a kétdimenziés mozgasok érdekes tulaj-
donsaga, hogy dlland6 g gyorsulas és elhanyagolhato légellenallas mellett a
szabadon es6 testek pdlyagorbéje mindig parabola.

Egy lovedéket a vizszinteshez képest 6, = 559-0s szogben v, = 50 m/s
sebességgel 16ttiink ki. A 16vedék palydjanak leszallo dgaban az elhaji-
tasi helynél 60 m-rel magasabban egy domboldalba csapodott (3.-27
abra). a) Mennyi ideig repiilt a 16vedék? b) A kildvés helyétdl milyen
tavolsagba jutott el? c) Mekkora sebességgel csapodott a domboldalba?

3-27 abra
A 3-8 példéhoz

MEGOLDAS

Vilasszuk a koordinatarendszer kezd§ pontjaul a kildvés helyét, a po-
zitiv tengelyirdnyokat pedig vegylk fel a 3-27 abran jelolt modon.
(Ekkor a kezdeti helyzet koordinatai, x, = 0, y, = 0.) A palyagorbe teljes
egészében az xy sikban fekszik, igy a mozgads egymastol fluggetlen
vizszintes és fiiggdleges komponensekre bontva targyalhato. A két
Ssszetevordl kiilon-kiilon is vézlatot készitettiink. Az abrak alatti listan
a paraméterek kezdeti és végsd értékét a valasztott koordinatairanyok-
nak megfelel§ elGjellel lattuk el.

Vizszintes 6sszetevd Fiiggdleges osszetevd

g
1
I'y
I
I
H
|

} x % y 60|m
-
(Vy)O
- o -
v, = 50— v, =50—
6, =55 6, =55"
(Vx)o = vy cost, (vy )O«s: Vv, sinf,
a, = 0 (l} =—g
x() = yO = O
x=1 y=60m
=1 t="7

(Megjegyzés: Az 5. fejezetben
ramutatunk, hogy a vizszintes
iranya erd zérus, ezért a viz-
szintes iranya gyorsulds is zé-
rus.)

(Megjegyzés: Nem sziikséges,
hogy a felfelé és lefelé repiilés
idejét kiilon-kiilon hatarozzuk
meg. Ha a véghelyzet 60 m hely-
koordinatajat behelyettesitjiik a
kinematikai egyenletbe, akkor
egy lépésben kiszamithatjuk a
teljes mozgas idejét.)

a) és b) rész: Az adatokat és az ismeretleneket a kinematikai egyenletek-
kel &sszehasonlitva megallapithatjuk, hogy az y komponensre a (2-12)
egyenletet ‘felirva a keresett id6tartam azonnal megkaphaté. (Termé-
szetesen ez cgyben megszabja a vizszintes iranyt mozgas idStartamat is.)
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X=X, +(vx)0 +'%axt2

x=0+(v0 coseo)t+0

Mivel ebben az egyenletben két
ismeretlen van: x és ¢, addig nem
juthatunk tovabb, mig ¢ értékét az
y Osszetevlre vonatkozo egyen-
letbdl ki nem fejeztiik.

1
— — 2
Y=Y +(vy)0 + 2 a,t
1
y= O+(v0 sineo)t+-2-gt2
A masodfoku egyenletet a szoka-
sos alakra hozva:

%gt2 +(v, sinf,)t+y=0

Felhasznalva a masodfokid egyen-
let megoldoképletét (E fliggelék),
amely szerint az

atf +bt+c=0

egyenlet megoldasa

~-btyb* —4ac

2a ’

esetiinkben
vysin6, £ (v, sin6,)’ - 2gy
g
Behelyettesitve az adatokat:

(5012) sin 55° + J[(so?) sin 550}2 - 2(9,8522)(60 m)

Behelyettesitve az y komponensre
vonatkoz6 egyenletb6l ¢ értékét,
azt kapjuk, hogy

x= (so-srri)(cos 55°)(6.46 )

x=185m

vés pillanataban:

m
98—
)

t=6,46 ¢és 1,89

A t = 1,89 s eredményt elvetjiik,
hiszen ez éppen azt az id6pontot
jelenti, amikor a 16vedék a fel-
szallo dgban elérte a 60 m magas-
sagot. A keresett id6tartam
t=6,46s. Ekkor a lovedék a
kilovés helyénél 60 m-rel maga-
sabban van és mar lefelé mozog.
Ezt az értéket kell behelyettesi-
teniink az x iranyu elmozdulas-
Osszetevét meghatarozé egyen-
letbe.

Az eredmények: a) A 1gvedék repiilésének ideje: 6,46 s
b) A vizszintes iranya elmozdulas: 185 m

¢) rész: A mozgas soran a sebesség vizszintes osszetevSje nem valtozik,
igy a becsapodas pillanataban ez az Osszetev6 ugyanannyi, mint a kild-

m 0 m
v, = vy 08, =| 50— (cos 55°) = 28,7 "

A t= 6,46 s id6pillanatban a sebesség fiiggbleges komponense a kovet-
kezd kinematikai egyenletbdl hatarozhaté meg:

v, =(v,) +a,r= [50 ?)(sin 550 (9,8832](6,46 5)=-224—




A negativ elGjel azt jelzi, hogy a sebesség fliggbleges dsszetevlje az y
tengely negativ irdnydba mutat. A sebesség OsszetevsSit a becsapodas
pillanatdban a 3-28 dbra mutatja. Ennek alapjan a sebesség nagysagat és
iranyat a t = 6,46 s id6pontban a kovetkezd egyenletekkel adhatjuk meg:

2 2
v=fvi v =\/(280,73) +(-22,43) =364 —
S S S

| 242
¢ =arctg =arctg ——5 1=38,0° (a horizonttol lefelé)
v m
X 28,7 —
s
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3-9 PELDA

Egy épiilet fels6 emeleti ablakabol 8 m/s sebességgel és a vizszintessel
200 szoget bezard iranyban egy labdat hajitottunk lefelé. A labda a
kihajitas utin harom masodperccel csapodott a talajba. a) Az épiilet
aljatol milyen tavolsagban ért foldet? b) Milyen magasrol hajitottuk el?
¢) Menyi id§ telt el, mig a labda kiindulé helyzeténél 10 m-rel lejjebb
keriilt? (A légellendllas elhanyagolhato.)

MEGOLDAS

Rajzoljunk vazlatot a feladatrol (3-29 abra). Mivel példankban minden
mozgas lefelé irdnyul, ezért valasszuk ezt az iranyt pozitivnak. Ke-
szitsiink kiilon vazlatot az x és az y irinyd mozgasosszetevokrol. A kis
tengelykeresztek jelzik, hogy az origot a roppalya kezddpontjdban vettiik
fel, és a tengelyek pozitiv irdnya rendre jobbfelé illetve lefelé mutat.

Vizszintes dsszetevd Fiiggdleges osszetevd

Az a) rész adatai A b) rész adatai

(v.), = v, cos20°

ii/’ T 1‘(\)}_)0 = v, sin20°

Y

|

!

!

|

|

!
X

(v,), = vo cos 20 (vy)o = v, sin 20°

(v.), = (8-?)(0,940) = 7,52-:-‘

(v, )0 = (8 ?)(0,342) = 2,74%

ay = ay, = 9,81 m/s?2 g pozitiv, mert
t=3s t=3s a lefelé mutatd
x,=0 - Y,=0 iranyt valasztottuk
x=7? y=1? pozitivnak

Osszehasonlitva az adatokat a kinematikai egyenletek valtozéival, meg-
allapithat6, hogy mindkét esetben a (2-12) egyenletet kell alkalmazni.

3-28 abra
A granat becsapodasi sebessége a 3-8
példaban.
— m
RV =8 5 o —
- :\
S NUs._ o=
| AN ~
3 : \\ =
oy \
a4 \
a4 \\
—b \
a4 \
ag \\
—h \
a4 \
ag \\
3| |
\
" Y
x
3-29 abra

A 3-9. példahoz.
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1

1, 1
x=x0+(vx)0t+5axt y=y0+(vy)0t+5ayt2
Behelyettesitve az adatokat, azt Behelyettesitve az adatokat, azt

kapjuk, hogy kapjuk, hogy
m
x =o+[7,52—](3 s) y=0+(2,743)(3 5)
$ s
1 2
+Lof3s) +i(9,g m j(3 o
2 2 s
x:22,6m y:52’3m
¢) rész: Ebben a részben a mozgas fiiggleges dsszetevéjével foglalko-
zunk:
(v,))o=2,74 m/s (a b) rész alapjan)
a, =982
s
Yy =0

i 10'm } (0j adat a c) rész alapjan)

A feladat megoldasara most is a (2-12) egyenlet alkalmas

1

y = yO +(V},)Ol+5ayt:

10m= 0+[2,74?J(z)+%(9,8?](12)

Atrendezve, ¢s a konnyebb dttekinthetGség kedvéért a mértékegysége-
ket elhagyva:

4,90t> +2,74t-10=0

Az egyenlet rdanézésre nem bonthato tényezSkre, ezért a masodfoku
egyenlet megoldoképletét (E fliggelék) alkalmazzuk:

 _beb raac _ ~27444(274)" - (4)(490)(-10) _

2a 2(4,90)
=+118s, —1,74s

Mivel az id6mérés kezdSpontjat a labda elhajitisanak idépontjaval
vettiik egyenlének, a negativ gyok értelmetlen szamunkra. Ezért
t=1,18s

Megjegyezziik, hogy mas probléma esetén a negativ gydknek is tulaj-
donithaté fizikai jelentés. A negativ id§ az adott feladatbeli mozgas
kezd8pontja el6tti id6t jelent. Elképzelhetiink olyan hajitast, amelynek
soran a labda felfelé mozgo palyan haladva ¢ = —1,74-kor idépontban
10 m-rel lenne az ablak szintje alatt, utana elérné palyajanak tetSpont-
jat, majd Iefelé haladva a ¢ = 0 id8pontban becsatlakozna az eldz8ekben
megoldott feladatban leirt palydba. Sok feladat esetén mindkét gyok
¢értelmes lehet, azért a szamitas eredményeirdl mindig a konkrét fizikai
feltételek ismeretében donthetjiik el, hogy a gyokok megfelelnek-¢ a
feladat kdvetelményeinek.
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|
3-10 PELDA

A 3-30 4bran a koordinatarendszer kezdGpontjabol elhajitott test pa-
lydja lathatd. Ha a légellenallas elhanyagolhato, akkor a kizardlag a
gravitacio hatasa alatt allé test parabola palyan mozog (lasd a 3C-37
feladatot). Helyzetvektoranak r = r(t) idéfiiggvénye:

r=(98)x+ (19,66 —4,9:% )y

(Itt r méterben, ¢ masodpercben van megoldva.)

Hatarozzuk meg a test helyzet-, sebesség- és gyorsulasvektordt a £ =3 s 3-30 abra
idépontban. A 3-10 példahoz
MEGOLDAS

A helyzetvektor: A t=3 s értéket az r = r(t) fliggvénybe helyettesitve
r(3)=(29,4)x m+(14,7)y m

Az elmozduldsvektor abszolut értéke a Pitagorasz tétel segitségével:

2

Ir(3)|= \/(29,4 m)’ +(147m)* =329 m

Megjegyezzilk, hogy ez a tavolsidg nem egyenl6 a test altal befutott
palya hosszaval.
A helyzetvektornak a vizszintessel bezart szoge a

r, 147
tgh=-=—"""=0500
r. 294m

osszefliggésbol:
6 = arc tg 0,500 = 26,5"

A sebességvektor: A v(t) sebességvektor az r(t) helyvektor id6 szerinti
derivaltja. A differencialasi szabalyok szerint (G Fiiggelék):

vi)=—= i{ ((9.80)%+ (19,6t -4.9¢*)3) = (9.8)x + (19,6 - 9,8¢)§

ahol v m/s-ben van megadva. (Vegyiik észre, hogy a ¢ = 2 s pillanatban
v, = 0, v, azonban nem zérus, a test palydjanak csticspontjan van és
vizszintesen mozog.) A ¢t =3 s idGpontban:
v(3) = (98)k = +(-9.8)§ —
s s
A v(3) sebesség a Pitagorasz tétellel hatarozhaté meg:

2 2
V(3)| =, 98 | + -98—| =1385m/s
S S

A sebességnek a vizszintessel bezart szoge a”

] _9sm

TX- 9.8 m

- tgd = =1,00

egyenletbdl:

¢ =arctg (1,00)= 45"  (ahorizont alatt)
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A gyorsuldsvektor: Mivel a = dv/dt, a gyorsulasvektort a sebességvek-
tor derivalasaval kaphatjuk meg.

a(t): dav =_i

av m
dt dt 2

(98)8+(19.6-981)5) = (-9.8)3 -

A gyorsulas tehat az y tengely negativ irAnyaba mutat és id6ben allando.

Osszefoglalas

A pontszer( testek sik- és térbeli mozgasanak leirdsara a
nagysagukkal és iranyukkal jellemzett vektormennyisé-
geket hasznaljuk.

Helyzetvektor
r=rcX+ ryfl +r;2
Sebességvektor
—ﬂ—ﬂﬁ.{.fl&.{._d_rli mozgés
dt dt dt dt héromdi-
Gyorsulasvektor menzios
&
_dv_ v, . . d"y oL dv_ ; érben
aa @ YT

Az r, v és a vektorok irdnya nem sziikségképpen azo-
nos, a v vektor mindig a palya érint6jének iranyaba
mutat.

Az egydimenzids mozgasok

leirasara skaldrmennyisé-

geket hasznalunk, amelyeket "~ *

az irany jelzésére (akoordi- _ dr| egydi-
natatengely pozitiv iranya- dt menzios
nak megvalasztasatol fiiggo- dv mozgas
en) pozitiv vagy negativ elo- = dr

Jjellel latunk el

Kérdések

1. Mivel az id§ egy iranyban mulik — jelenti-e ez azt,
hogy az id6 vektormennyiség?

2. Vélasszuk ki a kdvetkezé mennyiségek koziil, me-
lyek a vektorok, skalarok ¢s melyikek azok, amelyek
egyik csoportba sem sorolhatoak: sebesség, térfogat,
hémérséklet, ido, teriilet és szin.

3. Lehetséges-e, hogy két kiilonb6zé nagysdgi vektor
eredéje zérus? Es mi a helyzet harom kiilonbozé
vektor esetében? Mi a feltétele annak, hogy harom
vektor eredGje zérus legyen?

4. Milyen moédszerrel lehet megmérni a Fold és a Hold
tavolsagat.

5. Egy hajo arbocarol leejtiink egy kovet. Vajon a fe-
délzetnek ugyanabba a pontjaba csapddik-e akkor is,
ha a haj6 nyugalomban van, ill. ha egyenletes sebes-
séggel mozog? Es ha a hajé gyorsul?

Ha sik- ill. térbeli mozgast leir6 vektormennyiségeket
derékszogli komponesekre bontunk, akkor a komponen-
sekre - &lland6 gyorsulds esetén - ugyanazok a kinema-
tikai egyenletek irhatok fel, mint amelyeket a 2. fe-
jezetben az egyenesvonali egyenletesen gyorsulé moz-
gasra levezettiink.

v=y,+at

(allando gyorsu-

1
x=x,+vyt+—at’
2 las esetén)

vi=vi +2a(x—x0)

Tovabbi hasznos osszefliggéseket kaphatunk az atlagse-
besség felhasznalasaval:

VotV
Vi =
ati
2

X=Xy + Vvl

A kinematikai egyenletekben negativ elGjeleket csak
akkor hasznaljunk, ha adatok szamértékeit, vagy para-
métereket helyettesitiink be.

6. Egy hidrol vizszintesen elhajitottunk egy kovet. A k6
mozgasat leir6 mennyiségek koziil targyaljuk meg,
hogy a helyzet-, sebesség- és gyorsuldasvektor koziil
melyik fiigg a koordinatarendszer, kezdépontjanak
megvalasztasatol?

7. frjunk le egy olyan mozgast, amelynél egy adott
iddpontban derékszoget zarnak be egymassal a) a
helyzet- és a sebességvektor, b) a sebesség- ¢és a
gyorsulasvektor, c) a helyzet- és a gyorsulasvektor.

8. Tekintsiikk az el6z6 kérdést. Felsorolhatok-e olyan
példak, mid6n az emlitett vekorok tovabbra is derék-
szoget zarnak be egymassal a mozgas véges idGinter-
vallumban valo lefolyasa soran.

9. Vilaszoljuk meg a 7. és 8. kérdést az emlitett vekto-
rokra vonatkozodan ugy, hogy a) azok egyirdnyuak, b)
ellentétes iranyuak. -




Feladatok

3.4 Vektorok osszeadasa és kivonasa

3A-1 Egy négyzethalé mintdval kirakott uton sétdlo
gyerek két osztasrészt nyugatra, harmat északra, majd
kettSt ismét nyugat felé 1ép. a) Mekkora utat tett meg?
b) Adjuk meg a kiindulé ponthoz képest az eredd el-
mozdulds irdanyat és nagysagat.

3A-2 Egy hajo 40 km-t északra, majd 50 km-t 60°-os
szogben délnyugatra vitorlazik. Adjuk meg az eredd
elmozdulas nagysagat és iranyat. (A Fold gorbiiletétsl
tekintsiink el.)

3A-3 Adottaz A=2%X +63y ésaB=4x-1y vektor.
Készitsiink vézlatot ésszerdi méret(i skala felvételével a
C = A + B vektorosszegre és a D = A — B kiilonbségre.
a) Fejezziik ki a C és D 6sszeg- ¢és kiilonbségvektorokat
a koordinata egységvektorok segitségével algebrai uton
is. b) Adjuk meg ezeket a vektorokat polarkoordinatak-
kal (hosszuk és az x tengellyel bezart sz0g segitségével)
3A-4 Az A=4x +3y ésaB=2x-2y vektorok
dsszetevdi méterben adottak. Készitsiink vazlatot a
C = A + B vektordsszegre és a D = B -2A kiilonbségre.
Adjuk meg a C és a D vektorokat (hdrom értékes jegy-
re) analitikusan is polarkoordinatak segitségével: a
vektorok abszoliit értékével és a +x tengelyt6l az ora-
mutato jarasaval ellentétes irinyban mért szoggel.

3B-5 AdottazA=3% +4y ésaB=2x-2y vektor.
Hatarozzuk meg grafikusan és analitikusan a C = A + B,
D = A — B és E = B — 2A vektor nagysagat és irdnyat.
3B-6 Egy kezd8 golfjatékos harom iitéssel vitte a
lyukba a labdat. Az egymast kovetd elmozdulasok a
kovetkezék voltak: el8szdr 4 m északi iranyban, majd 2 m
északkeletre, végiil 1 m 30°-os szégben délnyugatra. Egy
profi golfjatékos ugyanezt egyetlen iitéssel hajtja végre.
Mekkora a golflabda elmozdulasvektora ennek sordn?

3.5 Térbeli vektorok

3A-7 Adottak az A=2%X+3§—42Z ésB=2%x-2y+22
elmozdulasvektorok (SI egységben). Hatarozzuk meg a)
aC=A+B,ésb)aD=A - B elmozdulasvektorok
nagysagat és derékszogli dsszetevit.

3A-8 Adottak az A=3%x—4y+4Z ésB=2x+3y-712
elmozdulasvektorok (SI egységben). Hatarozzuk meg a)
aC=A+B,ésb)aD=2A - B elmozdulasvektorok
nagysagat és derékszogl dsszetevdit.

3.6 Sebesség és gyorsulas két és hairom dimenzioban

3.7 Hajitasok két és harom dimenziéban

3B-9 Egy repiil§ sélyom 5m/s sebességgel, a vizszin-
tessel 60° szbget bezard iranyban bukik ald. Milyen
sebességgel mozog a Foldon az arnyéka, ha a Nap pon-
tosan a fejiink felett van.
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3B-10 Egy szakadék szélérdl eliitétt golflabda helyko-
ordinatai az

x = (18 m/s)t és
fiiggvény szerint valtoznak.

y = (4 m/s)t— (4,9 m/s’)f

a) Az X és y egységvektorok felhasznalasaval irjuk fel
az r = r(t) helyzetvektor fiiggvényt. A komponensek
derivaltjaval irjuk fel b) a v = v(?) sebesség—id6 és c) az
a = a(?) gyorsulas—id§ fiiggvényt. d) Hatdrozzuk meg a
labda x és y koordinatdit a ¢ = 3 s idSpillanatban. Az X
és y egységvektorok felhasznalasaval irjuk fel a v sebes-

ségvektort és az a gyorsuldsvektort a ¢ = 3 s idSpontban.
3B-11 Egy motorbicikli 20 m/s sebességgel 3 percig
déli iranyban mozog, ekkor nyugatra fordul és két per-
cig 25 m/s sebességgel halad, majd 1 percig 30 m/s
sebességgel északnyugati iranyban szaguld. A mozgés 6
perces teljes idStartamara hatarozzuk meg a) az eredd
elmozdulast, b) az atlagsebesség nagysagat és c) az
atlagsebességvektort.

3B-12 Egy auté 8 percig 25 km/h sebességgel keleti
iranyban, ezutan 3 percig 40 km/h sebességgel déli
iranyban, végiil 17 percen 4t 30 km/h sebességgel dél-
keleti iranyban halad. Hatarozzuk meg a) a gépkocsi
eredd elmozduldsat kildméterben, b) az atlagsebesség-
vektort a teljes utra (Készitsiink vektor diagramot.), ¢) a
kocsinak a teljes Gtra vonatkoztatott atlagsebességét.
3B-13 Egy vizszintesen repiild gép pilotdja a replil6gép
arnyékat a gép el6tt, a horizont alatt 60°-os szdgben latja
a talajon. Hatdrozzuk meg a talaj hajlasszogét a gép hala-
dasanak iranyaban, ha a repiilégép sebessége 200 km/h,
az arnyéké a talajon 250 km/h és a sz¢l elhanyagolhaté.
3A-14 Egy miugré a viz felett 3 m magasban elhelye-
zett ugrodeszkarol a vizszinteshez képest 60°-os szog-
ben, 2 m/s sebességgel rugaszkodik el. Mennyi ideig
lesz a levegben?

3A-15 Egy bérhaz ablakabol vizszintes iranyban,
6 m/s sebességgel labda repiilt ki. A labda a haz aljatol
10 m tavolsagban ért talajt. Milyen magasrol dobtak ki?
3B-16 Egy labdat — a 3-31 &bran lathaté médon —
bedobtak egy haz nyitott ablakan. A labda az ablakon
vizszintes irdnyu sebességgel repiilt be. Mekkora volt a)
a labda v, kezdsebessége és b) az elhajitas 6 szoge?

1
///’ l:__
//
,/ C
/ 20m
Vo A E
3-31 abra

A 3B-16 feladathoz
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3B-17 Egy lovedéket a 3-32 dbran lathatd moédon a
vizszinteshez képest 53,1°-0s szogben 16ttek ki. A gra-
nat eltalalta a kilovés helye alatt 160 m, vizszintesen
120 m tavolsagban fekvs célpontot. Milyen sebességgel
16tték ki a granatot?

3-32 abra
A 3B-17 feladathoz

3B-18 Vizszintes puskacsdvet pontosan a 100 m tavol-
sdgban elhelyezett céltabla kozepe felé tartva a golyd 10
cm-rel a kozéppont alatt csapodik be. Mekkora sebes-
séggel hagyta el a golyo a fegyver csovét?

3B-19 A vizszinteshez képest 50°-o0s szogben kil§tt
16vedék a 3-33 abranak megfelelGen talalt célba. Mek-
kora volt a kezdGsebessége?

} 210 m

3-33 abra
a 3B-19 feladathoz

3-34 abra
A 3B - 20 feladathoz

3B-20 Egy hegymaszd feldob egy maszétiiskét az
eldtte halado tarsanak, aki elkapja azt (3-34 4bra). A
maszotiiske kezdGsebessége 12 m/s és a vizszintessel 55°-
os szoget alkotott. Tudjuk tovabba, hogy a tiiske az
elkapds pillanataban vizszintesen repiilt. Milyen tavol
volt egymastol a két hegymaszo?

3B-21 25 m magas hidrol vizszintes irdnyban hajitot-
tunk el egy kovet. A k6 becsapddasi helyét a vizszin-
test6] lefelé 45°-0s iranyban latjuk. a) Mekkora sebes-
séggel hajitottuk el a koévet? b) Mekkora és milyen
irdnyt sebességgel csapddott a kS a vizbe?

3B-22  Egy baseball jatékos 24 m/s scbességgel, a
vizszinteshez képest 53,1°-0s szogben (ez a 3-4-5 tipusu
haromszogek egyik szoge) uti el a labdat. a) Mennyi
ideig repiil a labda? b) Mekkora maximalis magassagba
emelkedik? c) Mekkora a hajitasi tavolsag? d) Mekkora

és milyen iranyG sebességgel rendelkezik a labda 3
masodperccel az eliités utan?

3B-23 Vizszintes sik felett 20 m magassagbodl, 8 m/s
sebességgel, a vizszintessel 50°-0s széget bezaro irany-
ban kodvet hajitottunk felfelé. a) Hatarozzuk meg, hogy
a sikhoz képest mekkora maximalis magassagot ér el a
k6. b) Mennyi id6 telik el mig a k8 a talajba csapodik?
c) Mekkora vizszintes tdvolsagot tesz meg a test? d) Mek-
kora és milyen iranyt sebességgel csapodik a talajba?

3B-24 Egy labdat fliggélegesen feldobunk, hogy az
5 m-rel feljebb elhelyezkedd tarsunk elkapja. Tarsunk a
labdat csak akkor tudja elkapni, ha 6m/s-nal kisebb
sebességgel érkezik hozza. Mekkora a labda minimalis
¢és maximalis repiilési ideje?

Tovabbi feladatok

3C-25 AdottazE=2xX-3y+4z ésazF=4x+1y-22
vektor. Hatarozzuk meg algebrai uton a) a G = E + F
vektort, by a H = F — E vektort és c) a J vektort agy,
hogy kielégitse a E — 2F + J = 0 egyenletet.

3C-26 Egy hegymadszd expedici6 3000 m magasan
létesiti B bazisat, mig K kozbiilsé taborat 4900 m ma-
gassagban az alaptabortdl a vizszintes sikban 5,2 km
tavolsagra és 60°-os szdgben északnyugati irdnyban
épiti fel. A 6100 m magas csucs ettdl a kozbiilsé tabor-
tol a térkép szerint 3,2 km tavolsdgban és 40°-0s szog-
ben északkeleti iranyban fekszik. A cstcsot elérd
hegymaszo k és a bazis kozott lézersugarral kivannak
kapcsolatot teremteni. Milyen irdnyba kell a 1ézersugar-
ral célozni?

3C-27 Egy labdat a vizszinteshez képest 48°-o0s szog-
ben, 12 m/s kezdGsebességgel dobtunk el. Hatarozzuk
meg annak g pontnak az x és y koordinatajat (az elhaji-
tasi ponthoz képest), amelyben a labda sebessége a
vizszinteshez képest 35°-0s szogben lefelé mutat.




3C-28 Sik lejtén elhajitott test a 3-35 abran lathato
palyat futotta be. A kinematikai egyenletekbdl kiindulva
hatarozzuk meg, hogy a) mekkora volt a kezdGscbessé-
ge ¢ by milyen 0 szogben hajitottuk el a vizszinteshez

kepest.

3-35 abra
A 3C-28 fcladathoz

3C-29 A kinematikai cgyenletekbdl kiindulva hataroz-
zuk meg cgy a vizszintes sikhoz képest 0 szog alatt, v,
kezd6sebességgel kildtt 1ovedek roppalyajanak cgyen-
letét és az R 16tavolsagot.

3C-30 A 3C-29 feladatban szereplé roppalyaja egyen-
letének a differencialasaval mutassuk meg, hogy a ma-
ximalis 18tavolsagot @~ 45° kilovesi szog esetén crjik cl.
3C-31 Mutassuk meg, hogy az azonos v, kezddscbes-
ségli 1ovedékek I6tavolsaga megepycezik, ha a 6, ¢s 6,
kilovési szogek potszogek (6, + 6,  90°).

3C-32 Hatarozzuk mcg, hogy milyen 8 kilovesi szog
esetén lesz egy lovedek R I6tavolsiga cgyenld a H
emelkedési magassagaval. (Induljunk ki a kincmatikai
egyenletekbdl.)

3C-33 A kinematikai cgycnlctek alapjin hatarozzuk
meg a v, kezdSscbességgel, 0 kilovis szogeel kil
16vedék maximalis y, emelkedést magassigit.

3C-34 Vizszintes sik felett 100 m magassagban clhe-
lyezked8 pontbdl a vizszinteshez képest 257-0s emelke-
dési szoggel 16vedéket lovink ki. A 1ovedcek cltalilja a
3-36 abranak megfelelden vizszintesen 500 m tivolsdg-
ban elhelyezett céltablat. Mckkora volt a kezdéschesscge?

3-36 Abra
A 3C-34 feladathoz

Feladatok 63

3C-35 Egy labdat Ggy dobtunk el, hogy az adott kez-
désebesség mellett vizszintes iranyban a lehetd legna-
gyobb R tavolsdgra jusson. (Lasd. 3C-29 feladat) a)
Mutassuk meg, hogy miutan a labda tuljutott palyajanak
tetdpontjan barmely x, y koordinitaja pontra érvényes
R = x2/(x — y). b) Vajon az a tény, hogy a formulaban g
nem szerepel, azt jelenti, hogy adott kezd@sebesség
mellett a maximalis hajitasi tavolsag ugyanakkora lenne
a Foldon és a Holdon? (Magyarazzuk meg a valaszt!)
3C-36 Egy gyerek labdat dob at a 3-37 4bran lathato
5 m X 9 m-es négyszogletes barakk felett. A gyerek 3 m
tavolsagban all a barakktol. Mekkora minimalis kezdd-
sebességgel és milyen irdnyban kell elhajitania a labdat,
hogy az a barakk sarkait éppen elkeriilve jusson at a
taloldalra, ha a labdat elhajito gyerek keze 1 m-rel van a
talaj felett?

/ N
/ \

1m% k// 9 m \\
o

3m

3-37 abra
A 3C-36 fcladathoz

3C-37 Egy labddt a vizszintes tengelyhez képest 6
szogben (0 < 0 < 90°) v, sebességgel hajitottunk el.
Mutassuk mecg, hogy parabolapalyan mozog. (Meg-

jegyzés: A kincmatikai egyenletekbdl a ¢ kifejezest

climinalva y osszetevot x figgvényeként fejezziik ki
I:mlc¢keztetiink arra, hogy a parabola altalanos egyenlcte

v oax t bx?alaki.)

3C-38 Ligy szdcske vizszintes irdnyban legfeljcbb 1 m
tavolsagra tud clugrani. Feltételezve, hogy az clugrds-
hoz sziikséges id6 clhanyagolhato, hatiarozzuk meg,
hogy vizszintes Uton mckkora maximalis scbességgel
halad a szocske, ha mindig a maximalis tavolsagba ug-
rik. (1.asd a 3C-29 feladatot ¢s annak credményct).
3C-39  Lgy lovedéket 0 kilovesi szoggel 1ovink ki
Hatarozzuk meg, hogy a lovedek roppalyajanak tetd-
pontja mekkora ¢ szog alatt latszik a kildvési pontbol.
3C-40 Galilei Két ij tudomdany cim(i miiveben azt allitja,
hogy ,a 45°nal ugyanannyival nagyobb, ill. kiscbb
emelkedéssel (hajitasi szoggel) clhajitott testek azonos
tavolsagra jutnak cl” Bizonyitsuk be ezt az allitast.




AZ 1-23 FEJEZETEK PARATLAN
SZAMOZASU FELADATAINAK
MEGOLDASAI

II. Fejezet

2A-1 200 km
2A-3 1 fényév =946 x 10" m; 1 pc =3,09x 10'°m
2A-5 0,447%
2A-7 494
2B-9 7,40 perc; az 6ra hosszabb
2A-11 6,67 x107%s
2A-13 1,63 cm/év
2A-15 5545
2B-17 lehetetlen
2B-19 a) 1,20m/s b)7,00s c)-1,54 m/s
(kozelitbleg)
2B-21 62,5 m/s’
2B-23 2,65 x 10* m/s®
2A-25 2,59 m/s
2A-27 0,639 s
2A-29 a)1,63s b)99% m/s c)13,Im
2A-31 a)5,00s b)75,0m
2B-33 3,34s
2B-35 0,804 5;0,0127 s
2B-37 a)-1,5m/s*> b)4s ¢)533m
2B-39 a) 6 b) 3t
2B-41 a)2m;3 m/s;4m/s’ b)v=3-8¢
c)-8m/s? d)0,375s €)2,56m
2B-43 ¢)-4m/s d)34,0m
2B-45 x(2)=2m; x(4) =6 m; x(6) = 14 m;
x(10)=22m
2B-47 a=+1;b=-1
2C-49 a)12.8m/s b)590m
2C-51 12,2 m/s
2C-53 a)7m/s b)-535m/s c)-9,8 m/s’
2C-55 a)46,2s b) 34,6 m/s
2C-57 142s
2C-59 4,83 x 107 m/s?
2C-61 a)26,4m b)6,89%

2C-63 a)41,5s b)20,7 = ¢)104 =
S S

2C-65 a) v=1347 b)a =64t c)0,0533 m/s’

I11. Fejezet

3A-1
3A-3

3B-§

3A-7

3B-9
3B-11

3B-13
3A-15
3B-17
3B-19
3B-21
3B-23

3C-25

3C-27

3C-29
3C-31
3C-33

3C-35

3C-37

3C-39

4A-1
4B-3

a) 7 osztasrészt b) 36,9°; 5 osztasrész
a) C=6x+5p;,D=~2x+7y
b) C =17,81;39,8°% D =7,28; 106°
C=5,39,;21,8% D=6,08; 80,5° E = 10,8,
248,2°
a) C=39p-22;224m
by D=4x+5y-62;878m
2,50 m/s
a) 4,87 km; 61,4° délnyugatra b) 23.3 m/s
¢) 13,5 m/s; 61,4° délnyugatra
16,1° a horizont alatt
13,6 m
24,7 m/s
55,4 m/s
a) 11,1 m/s b) 24,7 m/s; 26,5° a fiigg6legestdl
a)219m b)2,74s c) 14,1 m
d) 21,4 m/s; 13,9° a fiiggblegestdl
a) 6X—2y+2Z b) 2x+4y-62
c) 6x+5y—28z
(2,44 m, 11,9 m)
v, ? sin 20
g
A valasz adott.

v = v, sin” @
d ‘ 2g
A valasz adott.

_ & |
y=(1g0)x {2(\20 cosQ)z}c

tg 0
= t —_—
¢ = arc g( 5 j

1V. Fejezet

a) 8,73 x 107 rad b) 0,030 rad
91,7°




