
sirnnu Es TEruBELI
MOZGAS

,,Mivdgre vannak (ik, a Mercator pdlusok ds uz egtenlittik,

A tr6'pusok, zdndk s u sok Fiild-szelet?"
A hirndk emlgyen kdrdi, s a sokasdg azt feleld:
,Ezek csupdn egyezminyes jelek! "

Lewis Carroll
(Snark vadilszat)

(Farkas Lilszl6 fordit6sa)

3.1. Bevezet6s

A kiivetkez6kben a pontszerf r6szecsk6k mozg6s6nak vizsgillatht k6t 6s h6-

rom dimenzi6s mozg6sokra terjesztjiik ki. Az 6ltal6nos t6rbeli mozg6s leg-

tobb alapvet6 saj6toss6ga k6tdimenzi6s mozg6sokn6l is megjelenik, ez5tt

tobbnyire sikbeli mozg6sokkal foglalkozunk. Az eddigiekben definiSltuk a

mozg6s kinematikai jellemz6it: azx elmozduldst, a v sebess6get 6s az a gyor'

sul6st. Mindh6rom mennyis6gnek van nagys6ga 6s ir6nya. Az ilyen mennyi-

s6gek leir6s6ra a sikban 6s a t6rben a vektorok szolg6lnak.

3.2 K6tdimenzi6s koordinftarendszerek
6s a helyzetvektor

Egy sikbeli pont helyzet6nek megad6s6ra leggyakrdbban a derdt<szdg{i

(Descartes-fele), vagy a sikbeli poldrkoordindtarendszert haszn6ljuk. E k6t

koordindtarendszert mutatja be a 3-l 6bra. A der6kszogii (x, y) koordin6tik

azon szakaszok hosszilval egyeznek meg, amelyeket a vizsghlt pontb6l a ten-

gelyekre bocs6tott mer6leges egyenesek a tengelyekb6l lemetszenek. Az (r,

b/ pol6rkoordin6trlk jelent6se a kovetkez6: r az orig6t az adott P ponttal osz-

szekot6 szakasz hossza, a 0 polirsziig pedig az OP egyenesnek a pozitiv x

tengellyel bezilrt sziige. A sziiget az x tengelyt6l az 6ramutato jdrdsdval

ell ent6 tes ir dnyb an m6rjiik.
A P pont helyzetilt k6nyelmesen magadhatjuk egy adott koordin6ta-

rendszerben felvett vektorral is. A vektorokat irdnyukkal ds nagtsdgukkal

jellemezztik. Miiveleti szab{rlyaikra a k6s6bbiekben visszat6riink. Geometri-

ailag a vektorok irfnyitott szakaszok, amelyeket nyillal ilbrinolunk. A nyil

hegye mutatja a vektor irinyilt, a szakasz hossza pedig a nagys6g6t. A frzikai

mennyis6geket reprezentill6 vektorok fontos saj6tossriga, hogy nagys6guk

sin 0: #

y cos 0:l

E o :+

(b )

3-l 6bra
a) A P pont derdl<szcigtl (vagy

Descartes) koordindtdi (x, y) 6,s sikbeli
po ldrkoordindt di (r, 0).
b) Der6ks zogii h6romsziigre vonat-
koz6 trigonometriai osszefiigg6sek.

(a)
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mellett meg kell adni a megfelel6 fizikai mennyis6g dimenzi6j6t. p6ldriul a
3-2 ibrin jelzett r helyzetvektor a P pont helyzetet mutatja meg a koordinii-
tarendszer origojrihoz k6pest. Az r vektor cstcspontj dbol a tengelyekre bo-
csiitott merdlegesek a tengelyekbcil 6ppen a P pont x 6s y kordinrltriit metszik
ki. A tengelyekre vett vetrileteket nevezzik az r vektor der6ksziigfi vagy
Descartes f6le komponenseinek (iissszetevdinek). A vektorok osszetev6it
rendre x-szel es y-nal jeloljiik. Az osszetevdk 6rt6ke pozitiv is 6s negativ is
lehet attol fi.igg5en, hogy a komponens az origotol milyen iriinyba mutat. A
vektorok komponenseik segits6g6vel egyertelmiien magadhatok. A kompo-
nensek meghat6roz|sht a vektor komponensekre bontisfnak nevezztik.
Nyomtatiisban a vektorokat fett bettikkel (r), klziritsban pedig a betiijel fiol6
htzott kicsiny nyillal ( r ) jeloljiik. A helyzetvektor nagysiigrinak (abszohit
ert6kenek) jeloles6re pedig az lrl, 1ll. r szimbolumokat haszn6ljuk. Egyszerii
trigonometriai osszefiigg6sek segits6g6vel bel6thato, hogy a der6kszogii es a
poliirkoordin6t6k kozott a kovetkez6 osszefiiggesek rillnak fenn:

3-2 6.}.ra
Az r helyvektor 6s x, y komponensei.
A helyzetvekor kijeloli a P pont helyet
az orig6hoz k6pest.

t/,,/
A 2A  +A  ( -A )  ( -2A)

3-3 dbra
Vektorok szorzasa skal6rral. A -l-gyel

valo szorz6ssal a vektor negatiujat
(ellentettjet) kapjuk. Ez azt jelenti,
hogy az A 6s a -A vektorok abszolft
6rt6ke azonos, de iriinyuk ellent6tes.
(A k6t vekort antiparalellnek is nevez-
zrik.)

x=rcosg  ,= " r lU  * t l

y - rs in l  r ye - :  l
(3-1)

+
I

ahol 0 a pozitiv x iriinytol az 6ramutato jirdsi:al ellent6tes iriinyban m6rt szog.
A vektorok nagys5ga sz6mokkal (skal6ris mennyisegekkel) valo szor-

z6ssal novelhetS, vagy csokkenthetcj. A -l-gyel val6 szorziis hat6s6ra a vek-
tor ir6nya ellent6tesre viiltozlk A 3-3 irbra ezeket a miiveleteket illusztr6lja.
(Vegytik 6,szre, hogy a skal6rral valo osztdst nem sziikseges definirilni, hiszen
ez megegyezik az egynll kisebb sz6mokkal tort6n6 szorzdssal.) A vektorok
skal6r osszetevSi - mint azt a kcivetkez6 peldiiban megmutaduk - a szog-
fiiggv6nyekre vonatkozo elSjelszabdtyok szerint vesznek fel pozitiv vagy
negativ erteket.

A vektorok alkalmazilsinaktalin legfontosabb oka az,hogy a vektori6-
lis alakban felirt egyenletek az adott vonatkoztatdsi rendszerben tetszcilege-
sen vdlasztott koordinatarendszer esetdn ervenyesefr. Mindegy teh6t, hogy
der6kszogii, illetve sikbeli vagy t6rbeli polilrkoordiniltiikat haszn6lunk. A
vektorjelol6s a matematikai formul6kat rendkivi.il egyszerfiv6 teszi, bizonyos

3-4 i.}.ra
A 3-l pllddhoz.

A 3-4 6brin l6thato r helyzetvektor nagysiiga 0,1 m 6s iriinya 150 fo-
kos szoget zhr be a pozitiv x tengely iriinyiival. Hatirozzuk meg a
vektor de16kszogii komponenseit.

MEGOLDAS

Az itbra szerint a der6kszogii komponensek a kovetkez6k:

x rjsszetevS: x : r cos I 50" : (0,10 m)(cos 150") : -0,0866 m

y dsszetevS; y : r  s in l50o :  (0,1t0 m)(sin 150")  :  0,0500 m

Az (r, 0) sfkbeli polar koordindtarendszerben a 0 szciget a pozitiv x
tengelyt6l az 6ramutat6 j|ris|val ellent6tes iriinyban merjiik. Egyes
esetekben a probl6ma egyszenibb es vil6gosabb megfogalmaz6s6t se-
giti, ha az irbrin nemcsak az x tengelyt6l, hanem mds tengelyektcit
mert szdgeket is bejeldliink.
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6rtelemben lehilmozza a sz6mit6sokr6l azokat a neh6zkes r6szleteket, amik

egy speci6lis koordindtarendszerbeli reprezentilci6val jiirnak, s igy a fizikai

tartalom viliigosabban 6llhat el6ttiink. A fizika sok modern 6g6ban keriilnek

szembe szinte leki.izdhetetlen neh6zs6gekkel, ha az eleg6nsan egyszerii

vektoriilis jelol6srendszer nem 6llna rendelkez6siinkre.
Mindezek mellett a vektor6lis jelol6s tov6bbi m6ly kapcsolatot mutat a

fizikai torv6nyek rendkivtil fontos tulajdonsilga a koordiniitarendszer

eltolilsilval 6s elforgatasiival szembeni invariancia.Ezaztjelenti,hogy afrzlkai

torv6nyek matematikai kifejez6se v|ltozatlan marad, ha a koordin6ta-

rendszert eltotjuk (a rendszer orig6jrinak helye megvilltozik, a koordinilta

tengelyek irinya azonban az eredeivel pfirhuzamos marad), vagy elforgatjuk

(a tengelyek t6rbeli iriinya elfordul). Mivel a vektorok hasonl6 invariancia

tulajdonsiigokkal rendelkeznek, a vektorsz6mitils igen sok ftzikai elm6let

ki fej tesekor ide6l i s matemati k ai eszkozt j el ent.

3.3 A Ar elm ozdulitsvektor

A 3-5 6bra egy gorbe vonalon mozg6 r6szecske piiyili* mutatja az (x,, yr)

koordin6tiljt, r, helyzetvektorir P, kezdSpontt6l, az (x2, yr) koordini$|jt r,

helyzetvektoru P, vlgpontig. A k6t pont kozotti piilya t6nyleges alakjritol

fiiggetleni.il az ered6 elmozdulist a Ar vektorral definidljuk. Vegyiik 6szre,

hogy az elmozduliisvektor nagys6ga nem a'gorbe pitlyin megtett ut hossz6-

val, hanem a kezd6 es a vegpont kozotti legrovidebb utat jelentci egyenes

szakasz hossz6val egy ezlk meg.

A Ar elmozdul6svektort az x 6s az y ir6ny menti elmozdul6sokkal is ki-

fejezhetjiik. Ehhez be kell vezetniink az i, i es 2 egys6gvektorokat, ame-

lyek egys6gnyi hosszris6gitak' es nincsen dimenziojuk. A 3-6 irbra az egy-

segvektorok alkalm azdsirt illusztriilja. Az i, i es 2 egys6gvektort a kover

betri feletti kalappal jeloljiik. E vektorok nagysiiga 6s ir6nya nem v6ltozik es

b6rmilyen mennyis6g jelolesdre is haszndljuk 6ket, dimenziojuk sincs csup6n

ir6nyok jelzesere szolg6lnak. Altaklban minden C vektor leirhato a C,6s C,

derekszogii komponensekkel, vagy a C,|. 6t Cr! vektorosszetev6kkel'

a)  Az * ,6s i  egyseg-

vektoroknak dimen-
zi6ja nincs, hosszuk
egys6gnyi, ir6nyuk a
megfelelS tengely
pozitiv ir6nya.

b) Egydimenzios vekto-
rok kifejezhetSk a
Descartes-f6le koor-
din6t6juk es az egy-
s6gvektor szorzata'
kent.

Egy k6tdimenzios B

vektor, amelynek
Descartes-fele koor-
din6t6i B,6s Bu felir-

hato a B. i  6s Br i

vektorkomponensek
osszegek6nt.

3-5 6bra
A gorbtilt piiyhn Pftol Pr-ig mozgo

16szecske Ar elmozdul6svektora.

3-6 6bra
Az i es i egys6gvektorok haszn6la-

ta. Ha egy skal6rt egysegvektorral
szorzunk, akkor a skalArbol vektor

lesz, amelynek nagys6ga megegyezik

a skal6r 6rt6k6vel, ir6nya pedig azonos

e gysegvektor irilny6val.

c)

Az egys6gvektorok i, ! 6s 2 jelol6se helyett szok6sos u, i, ies f szimb6lumok haszn6-

lata is. Ugy ttinik azonban, hogy a halad6k szhmara irott konyvek szerz6i a koordin6ta ten-

gelyek 6s a megfelel6 egys6gvektorok azonos betiivel val6 jeltil6s6re tcirekednek. A rend-

,,,,,r". k,;nny"n megjegyezhet6, sok esetben elkertilhet6v6 teszi az indexek haszn6lat6t 6s

k6nyelmesen alkalmazhat6 m6s tipusri, pl. pol6rkoordin6t6k eseten ( i, ti es 6 ).

Utvonal
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3.4 Vektorok iisszeadfsa 6s kivonfsa

Vektorok osszead6s6t 6s kivon6s6t k6tf6lek6ppen, geometriai (ekkor grafiku-
san hat6rozzuk meg az eredm6,nyt) 6s a pontosabb eredm6nyt ad6 algebrai
m6dszerrel vegezhetji.ik el.

A geometriai m6dszer

A vektorok osszeadilsiira 6s kivonils6ra k6szitett ilbritkon a vektorokat -
nagysilguk 6s ir6nyuk megtart6sdval - tetsz6s szerint mozgathatjuk. A vek-
torosszeg grafikus meghat6rozirsithoz rajzoljuk fel az egyik vektort, majd a
v6gpontjrib6l m6rjiik fel a miisik komponenst. Az osszeget az els6 vektor
kezdSpontj6b6l a milsodik v6gpontj6ba mutat6 vektor adja meg. A 3-8 itbrfin
p6ld6ul az A 6s B elmozduliisvektorokat aduk ossze es meghathrozzuk az
ered6 C vektort. Az 6bra mutatja, hogy a vektorok osszeaddsa kommutativ,
azaznem fiigg u tagok sorpndj6t6l: A * B: B + A. Kett6n6l tobb vektort
grafikusan a 3-9la i.l:,rhn bemutatott un. ,,poligon" (sokszog) m6dszerrel
adhatunk ossze. Ennek sor6n a vektorok <isszead6sa tetsz6s szerinti csoporto-
sit6sban vlgezhetS (3-9lb Sbra), azaz a vektorok osszead6sa asszociat[v mfi-
velet.

Avektorokosszead6sa {kommutativ: 
A * B : B + A

[asszociativ: (A + B) + C : A + (B + C)

3
(a)

J M

(b )

3-7 6bra
A 3-2 p6ld5hoz. A Ar elmozduliis-
vekor skal6rosszetevdi: Ar 6s Ay.

3-8 ribra
Vekorok osszeadiis6nak kommutativ
torv6nye. B5r az A+B 6s B+A miivelet
Sbrdja kiilonboz6, & C osszegvektor
azonos.

A 3-7 6bra szerint egy r6szecske a (2 m, I m) pontb6l a (5 m, 5 m)
pontba mozdul el. Hat6rozzuk meg a Ar elmozdul6svektor iriiny6t 6s
nagyshgit.

MEGOLDAS

A Ar elmozdul6svektor skal6rkomponensei a kovetkezdk:

Lx :  x r -x r  :  5  t t l  -2m:  3  m 6s  Ay  : fz - ! r :  5  m-  I  m :  4  m.

Az osszetevSk az eredSvel 3-4-5 tipusti pitagoraszi szdmhiirmast al-
kotnak, amint az a 3-7 /b ilbra illusztriija. Az ered6 Ar abszolut 6rt6k6-
re a Pitagorasz t6tellel

L, - JaL*)' * (Lyf = \ft3 -f + (4 -f - J 2 5 m = 5 , 0 0 m

tengellyel alkotott 0adodik. A Ar elmozduliisvektor irhnyht az x
szoggel adhatjuk meg. Az i"}.ra szerint

t s . o - L Y  - 4 - = 1 . 3 3
A r  3 m

amib6l a 0 szogre 0: arc tg 1,33 adodik.
Az arkusz tangens fiiggv6ny inverze, ennek megfelel6en 0 azt a szo-
get jelenti, a?nelynek tangense 1,33. Zsebszfumologep segitseg6vel ez
a szog

9 :  5 3 . 1 " .

Erdemes megjegyezni, hogy a 3-4-5 tipusu h6romszog hegyess zogei
rendre 36,9" 6s 53.1 ' .
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A + B * C = D A + C * B = D

a) Sokszog m6dszer hiirom vagy tobb
vektor osszesez6s6re

b) Az a) ibr6n liithato risszeg meg-
hat6roz6sa a tagok m6s sorrendj6-
vel. A kommutativ torv6nynek
megfelelSen az osszcgvektor ugyan-
azmint az a) ihrdn.

( c )  ( d )

c) 6s d) Az asszociativ torveny szerint a vektorok osszead6sa a tagok kiilon- 3-9 ribra
bozd csoportositiis6val is elv6gezhet6. H6rom vektor osszead6sa

A vektorok kivon6siinak definicioja elcitt felidezzik, hogy a kivon6s negat{v - , \ / n\
mennyis6g hozzdaddsakrlntis 6rtelme zhet6.A vektorok ellentettjet m6r defi- N \f.u'
n i r i l t u k ( 3 - 3 r l b r a ) , i g y a k i v o n 6 s e r t e | m e z 6 s e a k o v e t k e z 5 : l r L I v l I - < A � �

II. Vektorok
k i v o n 6 s a  

D : A - B  d e f i n i c i 6 s z e r i n t  D : A + ( - B )
C = A - B

= A * ( - B )
A grafikus kivon6s sor6n az A es a (-B) vektor adjuk cissze a mhr defini6lt
modon (3-10 ribra). A kivon6s sor6n a vektorok nem cserelhet6k fel, hiszen
(A - B) : -(B - A). Pongyola kifejez6s tehrit a ,,k6t vektor kiilonbs6ge" szo-
haszniiat, ha nem mondjuk meg melyik vektor a kivonand6, ill. a kisebbiten-
dci. Figyeljiik meg, hogy bizonyos esetekben (3-l I ihra) k6t vektor ktilonb-
s6g6nek abszolirt 6rt6ke nagyobb lehet mint a k6t vektor osszeg66.

(3-2)

3-10 6bra
Az A-B kiilonbs6g meghatdroz6sakor
el6szor felrajzoljuk az A vektort, majd
hozzfndjuk (-B)-t.

\

Osszead'js: A + Bl : C  
A

AI \B}
4-f

C

[ffiff.fiu*23,:o, h,-u,,'W3-11 6bra
Egyes esetekben a ktilonbs6gvektor
nagysilga nagyobb lehet mint a k6t
vektor osszeg6nek nagysriga.

tf

i \ + ( B + C ) = D( a + n ; * C = D
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c,

cy

A
/  r l

3-12 irbra
Az A 6s B vektor x komponenseinek
osszege megegyezik a C osszegvektor
x osszetevcij6vel. Hasonlo szabfily az y
komponensekre.

Figyelmeztetes az el6jelekre vonatkoz6an: A vektordiagramokon csak akkor
haszn6ljuk negativ el6jelet, ha egy vektorral ellent6tes irrinyri miisik vektort
kiviinunk jelolni. Soha ne kissunk el negativ el6jellel egy vektort azlrt, mert
tcirt6netesen valamelyik negativ koordinhta iriinyba mutat. (P6ldrlul a lefel6
mutat6 neh6zsegi gyorsulils -g-vel valo jelol6se c6lszeriitlen, a g jelol6s al-
kalmasabb.) Ha egy vektort negativ el<ijellel l6tunk el, az mindig magiiban
rejti annak a f6lreert6snek a lehet6s6g6t, hogy az ,,igazl" pozitiv vektor 6ppen
ellentetes irrinyba mutat. A vektordiagramok a pozitiv 6s negativ ir6ny vit-
lasztitsdt6l fiiggetleniil fennilll6 risszefiigg6seket fejeznek ki. A f6lre6rthet5-
s6g lehetds6ge miatt ism6telten hangsrilyozzuk, hogy a vektordiagramokon
csak akkor haszndljunk negativ elcijelii vektorokat, ha egy mdsik ugyancsak
szereplci vektor ellentetj et kivanjuk j ekilni.

Algebrai m6dszer

A vektorok osszead6s6nak es kivoniis6nak algebrai vegrehajtiisa pontos
eredmenyre vezet. Ekkor az egyes vektorkomponenseket algebrailag kell
osszeadni, ill. kivonni, hogy megkapjuk az eredci megfelelS osszetev6i. A
3-12 ihrJlra geometriailag szemlelteti ezt a miiveletet, mig a kovetkezcj pelda a
miivelet algebrai megoldiis6t mutatja be.

Hatir ozzuk me g a kovetk e z6 elmozdul iisvektorok at :

A = ( 3 m ) i + ( 3 - ) i

B = (l m)i + (-a rn)V

C= (-2 m)i + (3 m)i

Hathrozzuk meg algebrai riton a) a D:A * B + C vektort,
b) az E: -A -B + C vektort.

MEGOLDAS

a) Az A + B + C osszeg meghat6rozirsithoz foglaljuk titbl|zatba ata-
gok x 6s y osszetev6it, majd adjuk ossze a megfeleki komponense-
ket.

Vektor x Komponens y Komponens

A
B
C

3 m
l m

- 2 m

3 m
- 4 m

5 m

D : A + B + C 2 m 4 m

i g y  D = ( 2 m ) i + ( 4 m ) y ,
vektor nagysiiga

3-13 6bra mutatia. A Damint ezt a

*

-  4,47 m

Az x tengely pozitiv rinyhval alkotott 0 szog pedig

3-13 irbra
A 3-3 pllddhoz

o = a r c , n [ A ) =  
4 m

- [ D '  
)  

u ' " t g  
2 ^ = a r c t g 2 - 6 3 ' 4 "

(2  ̂ ) ' + (4  m)2
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b) K6szitsiink ilj t6bl6zatot a vektorok osszetev6ibdl, jelezve, hogy a
-A 6s -B vektorok <isszetev6i az A 6s B vektorok osszetev6inek
ellentetjei.

Vektor x Komponens y Komponens
_A
-B
C

- 3 m
- l m
-2m

* 3 m

4 m
5 m

E: (-A) + (-B) + C - 6 m 6 m

Itt E = (-6 m)i + (6 rn)V ,amint azt a3-l3lb fhra mutatja.

E nagys6ga

= 8,49 m

az x tengely negativAz E vektor a m6sodik ternegyedbe esik 6s
ir6ny6val a kovetkezS szoget zfrjabe'

( -6  * ) ' +  ( 6  m ) 2

Q = arc,'l+l = arc,'l#l = 450

Poldrkoordindtakban a 0 szoget a *x tengelytcil az 6ramutato jir6s6-
val ellent6tes iriinyban merji.ik, azaz

0 :  ( 1 8 0 "  -  4 5 " ;  :  1 3 5 o

Egyes esetekben kenyelmes az x tengely negativ ir6nyiival alkotott
9: 45"-os szog bejelolese is, ekkcr azonban olyan dbrdt kell kesziteni
amelyr6l vilagosan leolvashat6, hogy melyik szdgrdl van sz6.

A vektorokat gyakran r, 0 poldrkoordindtdkkal adjuk ffieg, ahol r a vektor
hossza, 0 pedig a pozitiv x tengelytSl az oramutato jarisaval ellentetes iriny-
ban mert szog. Az llyen alakban megadott vektorokat fgy adhatjuk ossze,
hogy elSszor meghatfuozzuk der6kszogii cisszetev6iket, majd a mar ismerte-
tett eljrir6st alkalmazzuk. A kovetkez6 peld6ban ezt olyan vektorok osszead6-
siival illusztrriljuk, amelyek nem az els6 t6rnegyedbe esnek, ezert a koordi-
n6ta-transzforrndci6 sor6,n a szogfiiggv6nyek inverzeit nagyon gondosan kell
kezelni.

Adott a F vektor 6s a G vektor pol6rkoordin6tiikkal:

F :  (4  m,  150" )  6s  G:  (5  m,  270" )

Hatirozzuk meg a H: F + G vektorpoliirkoordinfiit Q-l4laihra).

' 
A trigonometrikus fiiggv6nyek inverz6t a legtobb sz6mol6g6p csak a -90" < 0 < 90" tarto-

m6nyban adja meg. Ezert kiilonos gonddal kell elj6rnunk, ha a vektor a m6sodik vagy a

harmadik t6rnegyedbe esik. Mindig kdszitstink 6br6t!

3,00

3-14 6bra
A 3-4 p6ld6hoz.
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MEGOLDAS

El6szor ki fej ezztik a vektorok der6kszogii komponens eit:

Vektor x Komponens y Komponens

F

G

(4 m)(cos l50o) : -3,142 m

(4 m)(cos 270\:0

(4 m)(s in  l50o) :2 ,00 m

(4 m)(sin 270\: -5,00 m

H : F + G  - 3 , 6 4 6 m -3,00 m

A H vektor irtnya a3-14 i.Jc.rin megrajzolt h6romszogb6l hatinozhat6
meg

l v
t g Q  - l  -

l x
= 1'999 

- = 0,8661 vagv
3.464 m

arc tg = 0,8661 : 40,90

X_ 
-\-r.y

(b )

3-15 6bra
Jobbrendszert alkoto Descartes-f6le
koordiniitarendszer egy P pont t6rbeli
koordiniit|ival. Bhr az a) 6s b) 6bra
m6s-m6s tengelyirrinyitrist mutat,
mindk6t koordin6tarendszer jobbsod-

16sri

FI

v

I
iBt9

B8,2

Ennek megfelel6en H iriinyszoge pol6rkoordin6t6kban
0: (180o + 40,90)

fev H :  ( 4 , 5 8  m , 2 2 1 0 )

3.5 T6rbeli vektorok

A t6rben qlegismertebb koordin6tarendszer t6rben az egym6sra merSleges x,
y,6s z tengelyekkel rendelkez6 Descartes-f6le koordin6tarendszer. A tengely-
rendszert m6g azonos tengely6ll6sok eset6n is k6tf6lek6ppen vehetjtik fel. Az
xy sikra mer6leges z tengelyt ugyanis k6tf6lek6ppen irilnyithatjuk. Megrilla-
podris szerint azonban az \n. jobbrendszert szok6s haszn6lni, amit a kovet-
kez6k6ppen definidlunk. Vegyiik fel tetsz6legesen az x 6sy tengelyeket, majd
forgassuk a pozitiv x irinyt a pozitiv y irhny fel6,. Ez a forgatiis kitiintet egy

forgdsi irdnyt. Viilasszuk aztengely ifinyin irgy, hogy egy jobbkezes csavar
ilyen forgatils hatiisdra a pozitiv z irinyba mozogion. Mris krit6riumot kap-
hatunk a jobbrendszer kijelol6s6re a kovetkez6k6ppen. Kifeszitett hiivelyk-
irjjal hajlitsuk be jobbkeziink tobbi t$jit ugy, hogy hegytk az elSbb kijelolt
forgds irinyiba mutasson. Htivelykrijjunk kijeloli a z tengely pozitiv irinyitr.
A 3-15 i'brin egy jobbrendszer perspektivikus k6pe l6thato. A P pont x, !, z
koordiniit6i rendre 3 m,2 m, lm.

Az eddig hasznflt egysdgvektorrendszert a z tengely pozitiv irinyi,},a

mutat6 2 egys6gvektorral kieg6szftve, egy t6rbeli B vektor pl. a 3-16 6brin

l6thato m6don 6llithato el6 der6kszogti koordin6t6kkal. Az illtalinosan ismert
t6rbeli koordiniitarendszereket a 3-17 ihra ismerteti. Jelenleg els6sorban a
Descartes-fele koordin6tarendszert alkalmazzuk.

A helikopter6llomiist 4do-os szogben 6szakkelet fel6 elhagyo heli-
kopter vizszintesen 2 km-t tesz meg, mialatt magassiiga 2500 m-re n6.
A pilota ekkor keletre fordul 6s 1500 m-t siillyedve vizszintesen m6g
3 km-t tesz meg. Milyen ir6nyban 6s mekkora t6vols6gra jutott a g6p a
reptil6t6rt6l? (3- I 8 6bra)

-t

x
- /  - -

. /  - -
z t  - - -

3-16 rflbra
A B vektor t6rbeli koordin6t6i Bo By
6s 8,. A megfelel6 vektorosszetev6k
B,i, Bri 6s 8,2. Ezekkel a vektor a

B = B,i + Br9+ B, i alakban irhat6

fel.

-f.J
z - \ r . -

/ 4

\ |

i  
tf-, PY

,f4;



3.5 Tdrbeli vektorok 49

Y ,  z )
?

i :

P ,  z l
o

;
i _

aa\----=_ry ._erlj-,

A Greenwichen 6thalad6 kezd6
hosszirsilgi kor (00 hosszrisrig).

(r, 0, a)

c)
Gombi pol 6rkoordin6t6k
(r ,  0,0 )
x = r s i n 0 c o s @

. y = r s i n O s i n @
z = r c o s @

(0,

a)
Descartes-f6le
koordin6t6k
(x, y, t)

b)
Hengerkoordiniita-
rendszer (p,Q , t)

x = p c o s /

y : p  s i n @

z :  z
=

p = t l x ' + y "

tgo -

3-17 irbra
Egy pont terbeli helyzetenek meghathrozhsilra
szolg6l o kiilonboz6 koordiniitarendszerek.
Mindegyik esetben hdrom param6tert (x,y,t),
( p, Q, z ), 111. (r, 0, @ ) tartalm azrtak, amelyek

iellemzik a hiiromdimenzi6s teret.

t g Q = y l x

(Fel)
t

(Kelet)

a) Az A 6s B elmozduliisvektorok.

3-18 6bra
A 3-5 plldithoz. T6rbeli elmozdul6svektorok.

MEGOLDAS

A helikopter v6gs5 helyzet6nek meghatflrozitsithoz k6t t6rbeli elmoz-
dul6svektort kell osszeadnunk. Az eljrlrrls els6 l6p6sek6nt a vektorok
der6kszogii koordin6t6it kell meghatiiroznunk. Az osszeadrls ut6n ki-
sz6mitjuk a kapott elmozdul6svektor hossz6t 6s iriiny6t. Haszn6ljunk

(d) A foldgombon elfoglalt helyzet k6t

szoggel jellemezhetci: a $ hosszu-
sdgi szoggel (amit a Greenwiche
(Anglia) 6tmenci kezd6 hosszrisiigi
kortdl keletre es nyugatra menink)
6s a szelessegi szoggel (amit az
egyenlitdtdl 6szakra 6s d6lre me-
ri.ink). Ez aket szog alkalmas a
gomb feltiletet alkot6 k6t dimenzi-
os gorbtilt t6r jellemz6s6re. Ha
figyelembevessziik az 6tlagos ten-
gerszint feletti magass6got (azaz a
gomb koz6ppontj|t6l mert R v6lto-
zitsht), akkor a sz6ban forgo tdr h6-
romdimenzi6s.

b) Az eredS C: A + B elmozdul6s.

t g Q : L

(Eszak)

T - ,
l r , ,  u^
I

',,--- l--lr( \-----
Egyenlit6

1,53  km

4,29 km

70 ,3o :6

Cuir^.:4,55 km
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olyan der6kszogii koordin6tarendszert, amelynek x tengelye 6szakra, y
tengelye nyugatra, z tengelye pedig fiigg6legesen felfel6 mutat.

Az elmozdulilsvektorok der6kszogii osszetevSit az akibbi tiblilzat
mutada ( a t6volsrigokat kilom6terben meryiik):

Vektor x Osszetev6 y Osszetev6 e Osszetevd

2 cos 40'\--
1,53

0

-  2  s in  40"
-.rJ

-  1 ,29

*3

) \

l 5  -  ) \.  ) "  - t J

\-------v'J

-  1 ,0

4,29

Ennek megfelel6en azered6 elmozdul6s: C : 1,53 i - 4,29i - 1,50 i,.

A repiilStertcil valo tiivolsiigot a kapott vektor hossza adja:

lc l  = J(1,53)2 +(+,zo) '  +(t ,so)2 = 4,7e km

A vizszintes iriinyban mert szog

1 , 51 , 5 3

( q.zg\
a r c t g l  l =" [ 1 , 5 3 / 70,3" cszakkeletre

A teljes elmozdul6s vizszintes osszetevdje:

: 4,55 km

Az elmozdulilsvektornak a vizszintessel alkotott szose:

V = arc.orf
4 5 5'  ,"  "- =
a 1 a

18,2" a horizont felett

Ar:  r ,  -  r , (3-3)

(4,29)2 ( 1 , 5 3 ) 2

3.6 A sik- 6s t6rbeli mozgfs sebess6ge 6s gyorsulfsa

A m6sodik fejezetben egyenesvonalir mozg6sra vonatkoz6an m6r defini6ltuk
a kinematikai alapfogalmakat, az elmozdul6st, a sebess6get 6s a gyorsuliist. A
vektorok felhaszn6l6s6val most k6t- 6s h6romdimenzi6s mozgiisokra is ki-
terjeszdi,ik ezeket a fogalmakat. Az egyszeriis6g kedv66rt rlbrriink tobbnyire
k6tdimenzi6s esetre vonatkoznak. Az eredm6nyek azonban kis gyakorlattal
konnyen kiterjeszthet6k a h6romdimenzi6s esetekre.

A 3-19 ihra k6t viiros kozotti aut6utat mutat. A v6rosok tiivolsilga to-
ronyir6nt 100 km. Vizsg6ljuk fizikai szempontbol egy auto ritj6t a k6t viiros
kozott. A kiindul6 viiros helyzetvektora legyen rr(rr, y) a c61v6ros6 pedig
tz(xz, lr). AAr elmozdul6svektort az

Elmozdul6s-
vektor Ar

osszefiigg6s defini6lja. Term6szetesen a g6pkocsi iital a gorbevonahi p6ly6n
t6nylegesen megtett rit Ar-n6l hosszabb is lehet. Az dtlagsebess6g-vektor
definici6ja a kovetkez6:
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Atlagsebess6g
vektor vu,,

Ar
V . . ,  =  -

a t '  
L t

(3-4)

(3-s)

ahol At: tz- t, azt az idotartamot jelenti, ami alatt a gepkocsi apiiya (x,, yr)

es (xr, y,) kozotti szakaszitt megtette. Oda-vissza ut eset6n pl. az elmozdul6s

es igy az ffilagsebess6g-vektor is z6rus lenne. A pillanatnyi sebess6get apiiya

b6rmely pond6ban a LrlAt krilonbs6gi h6nyados hat6rert6kevel ertelmezhet-
jiik, midcin At zerushoz tart (3-20 ihra). Bfn ezen folyamat sor6n Ar is ki-

csinnye v6lik, a LrlAt aritny nem felt6tleniil kicsi. Pillanatnyi sebess6gnek a

hat6r6rt6k-k6pzesi folyamat eredmenyet nevezztik. Ha a mozgo test a t id6-

pillanatban az r(t) helyen a | + At pillanatban az r(t + At) helyen tartozkodik,

akkor

3-19 6bra
A Ar elmozdul6svektor az (x,, yr)
kezd6pontbol az (xr, yr) v6gpontba
mutat. Vegyilk 6szre, hogy

r , + A r = f " .

3-20 6bra
Az dbra 0 3-19 gdrbevonalu pdlYa

kicsiny rdszdnek nagyftdsa. A hatiirer-
t6kk6pz6si folyamat sor6n, amikor a Q
pontot egyre kozelebb 6s kiizelebb
vessz{ik fel P-hez, a Lr I Lt kiilonb-
s6gi h6nyados a dr I dt hat6r6rt6khez
tart, ekozben Ar ininya a gorbe P pont-

beli 6rintcij 6nek ininy ithoz kozeledik.

Pil lanatnyi
sebess6g v

Szavakban: ,,v a LrlAt ki.ilonbsegi h6nyados hat6rerteke, midcin At tart zerus-

hoz" . A hatrlr6rt6ket drldt-vel jeloljiik 6s ,,r idd szerinti deriv6ltj6nak nevez-

zrrk". SI mertekrendszerben a sebesseg m6rtekegysege meter per mdsodperc.

Amennyib en az rO f,rgg\enyt analitikusan ismerjiik, akkor a deriv6ltj6t

a G-l fiiggel6kben taliilhat6 deriv6lisi szabiilyokkal is meghat6rozhatjuk'

Figyeljiik ffieg, hogy hatfirlrtdkben Ar irinya a piiya erint6jenek irilnydhoz

kozeledik. Emiatt a v pillanatnyi sebessdg mindig a palya erintciiebe esik es a

haladds irdnydba mutat.
A fizrkd}lan a sebess6gvektor mindig nagys6ggal 6s ir6nnyal jellemzett,

mennyiseg. A sebessegvektort koordindtarendszertcil fi.iggetlentil definiiiltuk,

igy bSrmely koordindtarendszerben ugyanirgy haszniilhato - ez tal6n a legna-

gyobb elcinye a vektorfogalom alkalmazds6nak. Derekszogii koordin6t6kban

a sebessegvektor az

r = x i + v i + z i

helyzetvektor segits6g6vel

'  = #= v' i  *.#+',  9 * r*+ v'2*'#
alakban fejezhet6 kl

(n r )  d r
V = l l n - l  l - t =

l , - +o  IA / /  d t

ikz ,Yzl

( r r , y r )
Utvonal

r ( r  + et ) r(r  +-ar)r ( f + a f )
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X dilat , dj ldt i:s dil dt deriv6ltak 6rteke 26rus, mivel az *,

s6gvektorok 6llandok, nem villtoznak az idl fiiggv6ny6ben. igy

v = v . x + v , , y + v . z
I  y -

i 6s 2 egy-

(3-6)

ahol a sebess6gvektor koordinrltrii egyenl6k helyzetvektor koordinilt6inak a

derivriltjaival:

(3-7)

A gyorsulfs

A gyorsulds definicioja az egydimenzi6ban adott definiciohoz hasonl6an

adhat6 meg. A3-22a rlbra egy g<irbevonalu p6ly6n mozgo r6szecske helyze-

t6t mutatja k6t kiilonbozci iddpontban. A mozg6s sor6n a r6szecske sebess6ge

n5het, vagy csokkenhet. Viilasszuk azt az esetet, amikor a sebess6g novek-

szik. A v(t) 6s v(t+At) sebess6gvektorok kezddpontidt az i.}rrin a r6szecsk6-

nek az adott id6pontban val6 helyzete hatilrozza meg. A sebess6gvektor viil-

tozilsifi a 3-22 itbrin kovethetjiik.
A vektor6briin a v(t) 6s v(t+At) sebess6gvektorok irrinyuk 6s nagysriguk

megtart6silal szabadon mozgathat6k, igy felrajzolhat6 av(t) + Av : v(t +At)

vektorosszeg, amib6l kifejezhetjiik a Av : v(t+At) - v(t) ktilonbs6gvektort.

(A kiilonbs6get av(t+At) v6gsebess6g 6s a -v(t) sebess6g osszegek6nt hat6-

rozhatjuk ffi€g, amint azt a 3-22 6bra mutatja.) Az ritlagos gyorsul6s defini-

ci6 szerint:

dx dy dz
v - , = - .  v - . r - .  v -  = -
^  

d t '  Y  d t '  d t

(m)

10 12
(m)

3-216,Jl.ra
A 3-6 plldithoz. Mozgo test pillanat-
nyi helyzetvektora 6s sebess6gvekto-
ra.

3-22 6bra
Lt id6 alatt a sebess6gvektor iriinya

6s nagys6ga is vSltozk, aviitozhs Av

,  I l t

^ 5

-l

I
\ l

Egy az xy sikban mozg6 r6szecske helyzetvektoriinak der6kszogii ko-

ordinrltrii az x: (2 mls2)P 6s -y : (16 m sz)lP osszefiigg6sek szerint

v6ltoznak. Hatilrozzuk meg a r6szecske helyzetvektorilt 6s sebesseg-

vektor6t a t:2 s idSpontban 6s ibrhzoljuk ezeket.

MEGOLDAS

A helyzetvektort b6rmely id6pontban az

r - 2t'***, ( SI egys6gekben)
t -

fiiggv6ny adja meg. A3-6 egyenlet szerint a sebessegvektor:

d r  3 2 ^_ = v = 4 t X _  " r  y
dt  t '

Meghat6rozva ezeket a vektorokat a t : 2 s pillanatban es beirva

m6rt6kegys6geket, azt kapjuk, hogy

r  = (s i  +ai)  m 6s :  (8i-ai)  m/ s

A helyzet- 6s sebess6gvektort a3-21 6br6n rajzoltuk fel.

v ( f  +  a f )

Utvonal
v(r  + Ar)

( c )



3.6 A sik- 6s t6rbeli mozg6s

Atlagos
gyorsul6s au,t

A pillanatnyi gyorsulis :

Pillanatnyi gyorsul6s a

Av
a a r  = 6

Av dv
a =  l l m - = -

^,-)0 At dt

(3-8)

alakban adhato meg, ahol a gyorsuliisvektor <isszetev6i a megfelel6 sebes-

s6gkomponensek id5 szerinti deriv6ltjai:

Szavakban: ,,^ a Lv/At ktilonbs6gi h6nyados hat6r6rt6ke, mid6n At tart zerus-
hoz". A hat6r6rt1ket dv/dr-vel jeloljiik 6s ,,v id6 szerinti deriv6ltjdnak nevez-

zik". SI m6rt6krendszerben a gyorsul6s egys6ge [(m6ter per miisodperc) per

m6sodperc], rovidebben m/s2. Der6ksziigii komponensekben a gyorsulds-

vektor

a- -  a** . i  o , i  +  a ,2

3-23 6bra
Az eldobott labda parabolapiiyin
mozog. Az irbra mutatja, hogy egy
adott pillanatban a labda az r hely-
zet-,v sebessdg- 6s a gyorsul6s-
vektora hiirom kiilonboz6 ir6nvba
mutat.

A p6lya csircspontjrin a pillanatnyi
sebess6g 26rus, a gyorsuliis pedig
9.81 m/s2 6s lefel6 mutat.

3-24 6bra
Fiigg6legesen feldobott test p6lya-
gorb6je. A test szabad mozg6sa sor6n
(mind felfel6, mind pedig lefel6) a
gyorsul6s leferc mutat 6s 6lland6,
nagys6ga 9,81 m/s2. igy "gy test mo-
zoghat felfeld, mikozben lefelL gyor-
sul, s sebess6ge z6rus lehet egy pilla-
natban, (a csricsponton), mig gyorsu-
liisa tov6bbra is lefel6 ir6nyul.

dv-
A - = J^ d t

dr,
Q . .  = -' d t

(3-e)

(3-10)

(3 -11)
du,

Q . -  = -' d t

Az r helyzetvektor, a v sebessdgvektor es az a gyorsulasvektor a kinematika

kulcsfontoss6gir fogalmai, hatekonysrlguk 6s sokoldairi alkalmazhat6s6guk fi-

gyelemremelt6. E fogalmakkal a pontszerii testek tetsz6leges t6rbeli mozg6-

sa leirhat6.
Egy gyakori f6lre6rt6s forr6siira azonban m6g fel kell hivnunk a figyel-

met. A helyzet-, sebessdg- ds gyorsuldsvektor irdnya nem sziiksdges, hogy

azonos legyen. Tekintsiik p6ld6ul egy eldobott es puszt6n a gravit6cio hat6s6-

ra mozg6 labda parabola piiy|jift (3-23 ribra). A sebess6g mindig a piiya

6rint6jenek irrlnyriba mutat, a helyvektor folyamatosan viiltozik, mig a gravi-

t6cio miatt fell6p6 gyorsul6s irilnya mindig lefel6 mutat 6s nagys6ga is rillan-

do. Nem szabad meglep6dniink azon, ha egy test gyorsuliisa nem a mozg6s

ir6ny6ba mutat! MEg az is lehets6ges, hogy a test egy pillanatban nem mo-

zog, bhr gyorsul; gondoljunk a p6lyrija tetdpontjrira 6rkez6 fuggflegesen

felfel6 hajitott testre (3-24 6bra). A regi gorogok meg nem fogt6k fel ezeket a

finom reszleteket, kcivetkez6sk6ppen nem is 6rthett6k meg a mozg6s l6nye-

g6t.

Hatfurezzuk meg a 3-6 p6ld6ban szerepl6 test gyorsul6s6t. Rajzoljuk

meg a test helyzet-, sebesseg- 6s gyorsul6svektordt a t: 2 s id6pontban.

MEGOLDAS

A 3-6 feladat szerint a helyzet-id6 es a gyorsul6s-id6 fiiggv6nyt a ko-

vetkez6 formul6k irj6k le.

r = 2tr*,*f v
3 2 ^
- Y
t t  

'

Utvonal
/ -

(SI egys6gekben)
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Az ^: dvldt gyorsuliis ilymodon

2 s id6pontban pedig:

d ( . ^  3 2 ^ )
d r \ .  t ' "  )

, ^  . 9 6  ̂- 4 X + _ V
A J

t a
L(m)

6

A.t

2
4 +I

I
Jf r  = 8 i+4i  

I
v = 8i-49 | (SI egys6gekben)

a=q* .+6g  l0 2  4  6  8  10  12( rn)

3-25 6bra
A 3-7 plldfthoz. Yiitozo mozg6st veg-
z5 test pillanatnyi helyzete, sebess6ge
6s gyorsul6sa

3-26 6bra
Stroboszkopikus felvctcl kct golflab-
da mozgils5rol. A k6t mozgirs ugyan-
abban az id6pontban indult, az cgyik
labd6t fiigg6legesen lccjtettiik, a m6-
sikat vizszintesen 2 mls scbesseggcl
clhajitottuk. A ket labda fi iggcilcgcs
mozg6sa azonos annak cllcncrc, hogy
az cgyik labda hl lando, v izszintcs
ir6nyri sebcsscggcl rcndelkczctt. A
felvetel jol mutada, hogy a gravitirci6
hat6sa alatt szabadon mozgo tcstck
vizszintcs 6s fiiggcilcges mozgirsa
fi iggetlen egymfst6l. A f6nykep l/30
m6sodpercenk6nt felvil lano f6nnycl
kesziilt. A feh6r vonalak egym6stol
15 cm trivols6gban kifeszitett hurok
k6pei.

A keresett vektorokat a 3-25 6bra mutatia.

3.7 Hajitrisok

A mechanika kifejleszt6seben hatalmas fejl6dest hozo ket gondolkodot, Ga-
lileit 6s Newtont is izgatta a Fold kozeleben, puszt6n a gravit6cio hat6sa alatt
6llo testek mozg6s6nak leir6sa. Szerencs6re, ha a testek el6g kicsinyek es
elegendcien sirlyosak, akkor a l6gellen6ll6s okozta zavaro hat6sok elhanya-
golhatok es kis magass6gkiilonbsegekre korl6tozodo helyi mozg6sok eset6n a
gravit6cios gyorsul6,s dllandonak tekinthetci. Minden szabadon esd test
ugyanakkora g:9,81 m/s2 gyorsul6ssal esik a Fold fel6. A Fold forg6s6bol
ered6 effektus szint6n elhanyagolhato. Ezen kozelit6sek mellett Galilei felfe-
dezte, hogy

a szabadon es6 testek mozg6sinak
vfzszintes 6s fiig96leges iisszetevdi
ttik6letesen fii ggetlenek egym6st6l'.

M6s szavakkal; a mozgas ./ilggrileges ds vizszintes risszetevdi kiilon-kiildn
vizsgalhatok, azaz a k6tdimenzi6s p6lyagorbe leir6sa helyett elegend6 k6t
ktilon6llo egydimenzios mozg6ssal foglalkozni. A gravit6ci6s gyorsul6s
nagys6g6t g-vel jeloljtik, azaz g mindig pozitiv 6rteket jelent, mert a gyorsu-
l6snak csak a nagys6g6t jeloli, az irdnyft nem. A 3-26 6bra olyan kiserletet
mutat, amely szemlelteti, hogy a fiiggcileges es a vizszintes mozg6sosszete-
vrik fiiggetlenek egymdstol.
Az el5z6 fejezetben az egyenesvonalir mozgilsokra vonatkoz6 kinematikai
egyenleteket irtunk fel l(2-11)-(2-13) egyenletekl. A mozgdsosszetev6k
fiiggetlens6ge kovetkezt6ben ezek a kinematikai egyenletek tetsz6leges ko-
ordin6ta ir6ny ment6n felirhatok. T6rbeli mozgisok eset6n az osszetev6k
vil6gos megkiilonboztetes6re a kinematikai egyenletekben szereplci mennyis6ge-
kct a megfelel6 koordin|tairinyokra utal6 indexekkel lStjuk el. Peld6ul:

v .  = ( r , ) u + a . t  r ,  = ( r , , ) o  * o r t  v ,  = ( u , ) o  * a - t

Ezckbcn az egyenletekben a t param6ter mindenritt ugyanazt az idcipontot

. jc lcnt i .

A rnozgtisok iisszetcvtji nem mindig fi iggetlenek egym6st6l. A kovetkezti fejezetben fonal

vcgcn kiirbe p(irgelett tcst mozg6sdval fbglalkozunk, ahol azx €sy osszetev6 kcizott szlgo-

rir i isszcli igg6s dll fbnn. A I4. fqezetben tdrgyaljuk a Cori6lis er6t. Kidenil, hogy az egyik

irhnyban hatir cr6t a ri i mer6leges sebess6grisszetev6 szabja meg. A gravrti lci6 hat6srira ri l-

lando .q 6s elhanyagolhat6 l6gellen6ll6s mellett megval6su16 mozg6sok tisszetev6i azonban

tiiggct lenck cgymiist6l.
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Amint a 3C-37 feladat is mutatja, a k6tdimenzi6s mozg6sok 6rdekes tulaj-

dons6ga, hogy rillando g gyorsulils 6s elhanyagolhat6 l6gellen6lliis mellett a

szabadon es6 testek pdlyagdrbeie mindig parabola.

Egy loved6ket a vizszinteshez k6pest 0o: 55o-os szogben vo : 50 m/s
sebess6ggel l5tttink ki. A loved6k p6,lyhj6nak leszrillo |gihan az elhaji-
t6si helyn6l 60 m-rel magasabban egy domboldalba csap6dott (3.-27

itbra). a) Mennyi ideig reprilt a loved6k? b) A kilov6s hely6tcil milyen
trlvols6gba jutott el? c) Mekkora sebess6ggel csap6dott a domboldalba?

MEGOLDAS

Viilasszuk a koordinfiarendszer kezdo pontj6ul a kiloves helyet, a po-

zitiv tengelyir6nyokat pedig vegytik fel a 3-27 il}.ritn jelolt m6don.
(Ekkor a kezdeti helyzet koordiniitdi, xo:0,lo: 0.) A prllyagorbe teljes

eg6sz6ben az xy sikban fekszik, igy a mozg6s egymiist6l fiiggetlen
vizszintes 6s fiiggSleges komponensekre bontva t6rgyalhato. A k6t
osszetev6r6l ktilon-ktilon is v6zlatot k6szitettiink. Az i.brik alatti list6n
a parameterek kezdeti 6s v6gs6 6rtek6t a viilasztott koordin6tair6nyok-
nak megfelel6 elcijellel l6ttuk el.

Fiig96leges iisszetevd

3-27 irbra
A 3-8 peldithoz

Yizszintes iisszetev6

-[* t
o I (u')o - - t

F--^

r 1
l 1
l 1
t l
l l

l r  - r

i luol*
+ I \ I
0 r  \

\  1vr)o

'o = 50+
go = 55')
/ \
( r ,  /n = vo coS0o

a ,  = 0

x o  = 0

x  = ' l

t = ?

(Megjegyz6s: Az 5. fejezetben
r6mutatunk, hogy a vizszintes
ir6nyir er6 z6rus, ezert a viz-
szintes ir6nyri gyorsuliis is ze-
rus. )

v o  =  5 0 -

g o  =  5 5 "

a ,  = - S

) o  = 0

) ' =  6 0  m

t - ]

(Megjegyz6s: Nem sztks6ges,
hogy a felfele es lefele repi.iles
idej6t kiilon-ktilon hatdrozzuk
meg. Ha a v6ghelyzet 60 m hely-
koordinilt6j6t behelyettesitjiik a
kinematikai egyenletbe, akkor
egy lep6sben kisziimithatjuk a
teljes mozg6s idej6t.)

( r r ) o *=  vo  s i ngo

a) es b) resz: Az adatokat 6s az ismeretleneket a kinematikai egyenletek-
kel osszehasonlitva megrillapithatjuk, hogy az y komponensre a (2-12)

egyenletet 'felirva a keresett iddtartam azonnal megkaphat6. (Term6-

szetesen ez egyben megszabja avizszintes irilnyir mozg6s idcitartam6t is.)
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x  =  x o *  ( u ,  ) o  * ) o , r '

x  =  o + ( r o  c o s o o ) r + o

Mivel ebben az egyenletben k6t
ismeretlen van: .r 6s /, addig nem
juthatunk tovilbb, mig t lrt4-kft az
y osszetev6re vonatkoz6 egyen-
letb6l ki nem fejeztiik.

/ \  |  ,
!  =  l o  * ( r ,  ) o +  , o r t '

/  - \  I  .
)  =  0 + ( v o  s i n  0  o ) t  + t g r '

A m6sodfokri egyenletet a szok6-
sos alakra hozva:

l r t .

;  
g r ' + ( v o  s i n  0 o ) t +  !  = o

Felilaszr6lva a mrisodfoku egyen-
let megoldok6plet6t (E fiiggel6k),
amely szerrnt az

a f  +  b t +  c : 0

egyenlet megoldiisa

- b +
f -

esettinkben

v,, sin0,, *
l =

o
6

Behelvettesitve az adatokat:

2a

[ ' + )s in55o-

9,8+
s '

Behelyettesitve az y komponensre
vonatkoz6 egyenletbll t 6rteket,
azt kapjuk,hogy

t :  6,46 6s 1,89

A t : 1,89 s eredm6nyt elvetjtik,
hiszen ez 6ppen azt az idSpontot
jelenti, amikor a loveddk a .fel-
szdllf ilgban el6rte a 60 m magas-
siigot. A keresett id5tartam
t: 6,46 s. Ekkor a loved6k a
kilov6s hely6n6l 60 m-rel maga-
sabban van 6s milr lefele mozog.
Ezt az 6rt6ket kell behelyettesi-
teniink az x irfinyri elmozdultls-
osszetevdt meghatdroz6 egyen-
letbe.

" = 
lro+){.",550)(6,46 

s)

.x = 185 m

( \
= Vo cos 0o = I 50+ l(cos sso ) = 28,7 |

\  s , i '  t  '  
s

+ a yt= [m+)(sin 
550)- 

[n,t]){u,ou,) 
= -22,aT

Az eredm6nyek: a) A lQved6k repiil6s6nek ideje: 6,46 s
b) A vizszintes ir6nyf elmozdulis: 185 m

c) rdsz: A mozg6s sor6n a sebess6g vizszintes osszetev6je nem viiltozik,

igy a becsap6d6s pillanat6ban ez az osszetev6 ugyanannyi, mint a kilo-

v6s pillanat6ban:

A t : 6,46 s id6pillanatban a sebess6g fi,igg6leges komponense a kovet-

kez6 kinemati kai e gyenl etb 5l hatir ozhat6 me g :

' ,  =  ( ' r )o

(vu singn)t
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A negativ el6jel azt jelzi, hogy a sebess6g fiigg6leges osszetevfje az y

tengely negativ irdny6ba mutat. A sebess6g osszetevlit a becsap6diis
pillanataban a 3-28 6bra mutatja. Ennek alapj6n a sebess6g nagys6grit 6s
irinyirt a t: 6,46 s id6pontban a k<ivetkezf egyenletekkel adhatjuk meg:

m

S

I
I
I

t
vr: 22,4 !

(a horizonttol lefel6)

Egy epiilet fels6 emeleti ablakribol 8 m/s sebess6ggel 6s a vizszintessel

20o szoget bezin6 ir6nyban egy labd6t hajitottunk lefel6. A labda a

kihajitris utiin h6rom m6sodperccel csap6dott a talajba. a) Az 6ptilet

aljrltol milyen t6vols6gban ert floldet? b) Milyen magasr6l hajitottuk el?

c) Menyi id6 telt el, mig a labda kiindulo helyzet6n6l l0 m-rel lejjebb

keriilt? (A l6gellenrlll6s elhanyagolhato.)

MEGOLDAS

Rajzoljunk virzlatot a feladatr6l (3-29 5bra). Mivel peld6nkban minden

mozg6s lefel6 ir6nyul, ezlrt v6lasszuk ezt az iriinyt pozitivnak. K6-

szitstink kiilon vilzlatot az x es az y irilnyri mozg6sosszetev6krcil. A kis

tengelykeresztek jelzik, hogy az orig6t a ropp6lya kezdcipontj6ban vetttik

fel, es a tengelyek pozitiv ir6nya rendre jobbfele illetve lefele mutat.

Fii g96leges iisszetevd

A b) r6sz adatai

Q = arc* 
[+l 

= arc,, 
[#] 

=,,,0'

Yizszintes iisszetev6

Az a) r6sz adatai

, (u .  )o  
-  r 'o  cos  2oo
- - - - - - l

l-t

( r , ) o  =  v o  c o s 2 0 o

(,.)o = (*T)t.,e4o) - 7,s21 (,,), = 
[t|)tt 

342) -2,tal

a x : 0
/ : 3  s
r o :  0
- _ ,

2 l - :

T
I
I
v
I
I

I

o l
v Ir, 

)o = ',0 sin 2oo

( r ,  ) ,  
j  vo s in 2oo

ar :9 ,81  m/s2  gpoz i t i v ,  mer t

/ : 3 s  a l e f e l 6 m u t a t 6

/o:0 i r6nytv6lasztot tuk

y:  ? pozi t ivnak

Osszehasonlitva az adatokat a kinematikai egyenletek villtoz6ival, meg-

6llapithat6, hogy mindk6t esetben a(2-12) egyenletet kell alkalmazni.

3-28 6bra
A grrln6t becsapodiisi sebess6ge a 3-8
p6ld6ban.

3-29 6bra
A 3-9. p6ld6hoz.

J

J

.f
I

J

J
J

J

J

J

-f

J

J
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azt

lko-

2t -

zt,

)

rla

a ,

ok

] s

r 2

s)

2

bg

rto

\ J

1 .s/

fc

I* t
adal

n ) ,- t (
s , l

\ ,

J(: '

vel

m

S

\ ,
l(

\
I  t 1
/ o

a z a

- n f r

S

m l r
r  l \

s- . /

I

r6 i6v

1vr)o : 2,74 mls (a b) resz alapj6n)

a '  -g '8Y
S

- / o  = 0

- t ' :  l 0  m  ]
t : ? I 

(itj adat a c) resz alapj6n)

A feladat megold6s6ra most is a (2- l2) egyenlet alkalmas

/ \  |
) ' =  ) ' o  * \ u ,  ) r , * t o , r -

1om = o*(z,t+Tlr, l*-+f o,a]"11r,)
\  s )  l \  s - / '

Atrendezve, 6s a konnyebb iittekinthetcis6g kedv66rt a m6rt6kegysege-
ket elhagyva:

y  =  y o  + ( v

helyettesitve

v

,8

x = xo + (u ,  )0 ,  *  
i .o , r '

Behelyettesitve az adatokat, azt
kapjuk, hogy

x=o * ( , , r r l l ) f , . t
I  s / '  /

+ ; ( 0X3 , ) '

x :  2 2 , 6  m

Be
karapjuk, hogy

(
y = 0 + l- \ .

r (
+ - l  9

- l
z \

r , r :  5 ?  f m

oJc) rdsz: Ebben a r6szben amozgds ftiggcileges osszete
zunk:

4 . 9 0 t ' + 2 . 7 4 t - 1 0 = 0

Az egyenlet ranezesre nem bonthato tenyezSkre, ez6rt a m6sodfokir
egyenlet megoldok6plet6t (E fiiggel6k) alkalm azzuk:

r --l-- 1 1A -L- b ! r l h ' + 4 a c  - / , / 4 - r

2a

(z,t+)' -(+)(+,oo)(- r o)
2(4,90)

= + 1 , 1 8 s ,  - 1 , 7 4 s

Mivel az idcim6res kezddpontjifi a labda elhajit6siinak idcipontj6val
vetttik egyenlcinek, a negativ gyok 6rtelmetlen sz6munkra. Ezert

t :  l , l 8  s

Megiegyezzik, hogy m6s frobl6ma eset6n a negativ gyoknek is tulaj-
donithat6 fizikai jelent6s. A negativ id6 az adott feladatbeli mozg6s
kezdcipontja elcitti idcit jelent. Elk6pzelhetiink olyan hajit6st, amelynek
sor6n a labda felfel6 mozgo piilyin haladva t : -1,74-kor id6pontban
l0 m-rel lenne az ablak szintje alatt, ut6na elern6 piiy|jinak tet6pont-
j6t, majd lefel6 haladva a t: 0 iddpontban becsatlakozna az eldz6ekben
megoldott feladatban leirt piiyitba. Sok feladat eset6n mindket gyok
6rtelmes lehet, az6rt a szdmitirs eredm6nyeir6l mindig a konkret fizikaj
felt6telek ismereteben donthetjiik el, hogy a gyokok megfelelnek-e a
fel adat kovetelm6nveinek.
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A 3-30 6brin a koordin6tarendszer kezdSpontj6b6l elhajitott test pa-
ly|ja l6that6. Ha a l6gellen6ll6s elhanyagolhat6, akkor a kizir6lag a
gravitrlci6 hatS,sa alatt iil6 test parabola pillyitn mozog (l6sd a 3C-37
feladatot). Helyzetvektor6nak r : r(t) id6fiiggv6nye:

.  = (e,sr) i  +(ts,et  -  4,%2)y

(Itt r m6terben, r miisodpercben van megoldva.)
Halirozzuk meg a test helyzet-, sebess6g- es gyorsul6svektor6t a /:3 s
id6pontban.

MEGOLDAS

A helyzetvektor: A t:3 s 6rteket az r : r(t) fuggv6nybe helyettesitve

' (3)  = (ze,+)*.-+(14,7)v m

Az elmozdul6svektor abszolut ert6ke a Pitagoriisz t6tel segitseg6vel:

- 32,9 m

Megjegyezzik, hogy ez a tiwolsdg nem egyenlti a test 6ltal befutott
pfiya hossz6val.
A helyzetvektornak a vizszintessel bez6rt szoge a

t s . o - r '  - 1 4 ' 7 m  = o . 5 o o
r, 29,4 m

osszefiig96sbcil:

0 = arc tg 0,500 = 26,5"

A sebessegvektor: A v(t) sebessegvektor az r(t) helyvektor idcj szerinti

deriv6ltja. A differenciSl6si szabiilyok szerint (G Ftiggelek):

o(r) = 
# 

= 
$@,t,10* 

(t o,er - 4,et' )i) = (e,a)** (te,o- e,8/)g

ahol v m/s-ben van megadva. (Vegytik 6szre, hogy a t : 2 s pillanatban
V, : 0, v" azonban nem z6rus, a test piily|jimak csucspontj6n van 6s
vizszintesen mozog.) A / : 3 s idSpontban:

v(r) = (r,s)i I * (- e,8)t +
S b

A v(3) sebesseg a Pitagorasz t6tellel hatdrozhat6 meg:

3-30 6bra
A 3-l 0 p6ld6hoz

l '(r)l = =  1 3 , 8 5  m / s

t l

te6 = lu ' l  =  - ,1  =  l ,oo
v x  9 , 8 m

l.(:)l = l1zo,+ *)' * (t+,t ^)'

I  ' r 2  t  \ lr  m l  r  m l
|  9 ,8--  |  + l  -9 ,8-  |
\  S /  \  S /

A sebess6gnek avizszintessel bez6rt szoge f

egyenletbdl:

0 = arctg (l,oo) = 45" (a horizont alatt)
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A gyorsuldsvektor: Mivel t: dv/dt, a gyorsulilsvektort a sebess6gvek-
tor deriv6l6s6val kaphatjuk meg.

a(r) = 
# 

= 
fi{{r,r1u+ (r e,o- e,8r)i) = (- e,8)g:

A gyorsul6s teh6t azy tengely negativ ir6ny6ba mutat 6s iddben 6llando.

Osszefoglalds

A pontszerii testek sik- 6s terbeli mozg6s6nak leiriisiira a
nagysilgukkal 6s ir6nyukkal jellemzett vektormennyis6-
geket hasznriljuk.

Ha sik- ill. terbeli mozg6st leir6 vektormennyis6geket
derekszogff komponesekre bontunk, akkor a komponen-
sekre - iillando gyorsuliis eset6n - ugyanazok a kinema-
tikai egyenletek irhatok fel, mint amelyeket a 2. fe-
jezetben az egyenesvonahi egyenletesen gyorsul6 moz-
g6sra levezetttink.

Helyzetvektor
t = r x i + r y | + r r i

Sebess6gvektor

dr dr, ^ dr, ^ dr" ^
V = - a J X - - V -  -  

7

dt  d t  d t -  d t
Gyorsul6svektor

d v  d u . ^  d u r ^  d r , ^
N = - - --+X T ----- Y t ---=:Z

d t  d t  d t '  d t

v = v o + a t

I
x = x o * v o t + - a t 2

v2  =  v t  +za(x  -  "o  )

(6llando gyorsu-
kis eset6n)

negativ el6jeleket csak
szrlm6rt6keit, vagy para-

mozg6s
hriromdi-
menzi6s
terben

Az r, v 6s a vektorok ninya nem sziiksegk6ppen azo-
nos, a v vektor mindig a piiya erintdj6nek ir6ny6ba
mutat.

Tovribbi hasznos osszefiiggeseket kaphatunk az i$lagse-
besseg fel haszniil6s6val :

V rirl

x = x o l Y , i t t t

Az egydimenzi6s mozgilsok
I eirilsiira s ka I dr m enny is e -

geket haszn6lunk, amelyeket
az iriny jelz6s6re (a koordi-
n6tatengely pozitiv iriny 6-
nak me gv iiasztitsirtol fi.ig 96-
en) pozittv vagy negativ elci-

jellel'latunk el

Kdrddsek

dr
v :

dt

r :  x

dv
Q : -

dt

egy di-
menzi6s
mozg6s

A kinematikai egyenletekben
akkor haszn6ljunk, ha adatok
m6tereket helvettesitiink be.

1. Mivel az id6 egy irrinyban mirlik - jelenti-e ez azt,
hogy az id6 vektormennyis6g?

2. V6lasszuk ki a ktivetkezf mennyis6gek koziil, me-
lyek a vektorok, skal6rok 6s melyikek azok, amelyek
egyik csoportba sem sorolhat6ak: sebessdg, teqfbga6
hcimerseklet, idci, teriilet 6s szin.

3. Lehets6ges-e, hogy k6t kiilonbozf nagysigri vektor
ereddje z6rus? Es mi a helyzet hiirom kiilonboz6
vektor eset6ben? Mi a felt6tele annak, hogy h6rom
vektor ered6je z6rus legyen?

4. Milyen m6dszerrel lehet megm6rni a Fold 6s a Hold
tilvols6g6t.

5. Egy haj6 rirboc6r6l leejtiink egy kiivet. Vajon a fe-
d6lzetnek ugyanabba a pontj6ba csap6dik-e akkor is,
ha a haj6 nyugalomban van, ill. ha egyenletes sebes-
s6ggel mozog? Es ha a haj6 gyorsul?

6. Egy hidr6l vizszintesen elhajitottunk egy kovet. A k6
mozgisflt leir6 mennyis6gek koziil trirgyaljuk ffi€g,
hogy a helyzet-, sebessig- ds gyorsuldsvektor kozi.il
melyik fiigg u koordiniitarendszer, kezd6pontj6nak
megv6lasztiisStol?

7. Irjunk le egy olyan mozg6st, amelyn6l egy adott
id6pontban der6kszoget zilrnak be egym6ssal a) a
helyzet- 6s a sebess6gvektor, b) a sebess6g- 6s a
gyorsul6svektor, c) ahelyzet- 6s a gyorsul6svektor.

8. Tekintsi,ik az el6z6 k6rd6st. Felsorolhat6k-e olyan
p6ld6k, mid6n az emlitett vekorok tov6bbra is der6k-
sz<iget zhrnak be egym6ssal a mozg6s v6ges id6inter-
vallumban val6 lefoly6sa sor6n.

9. Yillaszoljuk meg a 7. 6s 8. k6rd6st az emlitett vekto-
rokra vonatkoz6an irgy, hogy a) azok egyirdnyuak, b)
ellentdtes irdnvilak.

v o + v



Feladatok

Felodatok
3.4 Vektorok iisszeaddsa 6s kivonisa

3A-1 Egy n6gyzeth6l6 mint6val kirakott irton s6tiil6

gyerek k6t oszt6sr1szt nyugatra, h6rmat 6szakra, majd

kett6t ism6t nyugat fel6 l6p. a) Mekkora utat tett meg?

b) Adjuk meg a kiindulo ponthoz k6pest az eredS el-

mozdul6s irinyfit 6s nagysiig6t.
3A-2 Egy hajo 40 km-t 6szakra, majd 50 km-t 60o-os

szogben d6lnyugatra vitorl6zik. Adjuk meg az ercd6

elmozduliis nagysiig6t 6s ir6nyiit. (A Fold gorbiilet6t6l

tekintsiink el.)
3 A - 3  A d o t t  a z A : 2 i  +  6 i  6 s a B : 4 i - 1  f  v e k t o r .

K6szitstink vilzlatot 6sszerii m6retii skrila felv6tel6vel a

C : A + B vektorosszegre 6s a D - A - B ktilonbs6gre.

a) Fejezzik ki a C 6s D iisszeg- 6s kiilonbs6gvektorokat

a koordin6ta egys6gvektorok segits6g6vel algebrai irton
is. b) Adjuk meg ezeket a vektorokat pol6rkoordin6t6k-
kal (hosszuk 6s az xtengellyelbezitrt szog segits6g6vel)

3 A - 4  A z A : 4 * .  + 3 i  6 s a B : 2 * . - 2 j  v e k t o r o k

osszetev6i m6terben adottak. K6szitsi.ink vinlatot a

C : A + B vektor<isszegre 6s a D : B -2A ki.ilonbsegre.

Adjuk meg a C 6s a D vektorokat (hrlrom ertekes jegy-

re) analitikusan is pol6rkoordinritrlk segits6g6vel: a

vektorok abszolft 6rt6k6vel 6s a *x tengelyt6l az 6ta-

mutat6 j6rrlsrlval ellent6tes iriinyban m6rt szoggel.

3B-5  Adot t  az  A :3 i  +  4 !  es  aB:2* -2 j '  vek tor .

Hatiroznrk meg grafikusan 6s analitikusan a C : A * B,

D : A - B 6s E : B - 2|vektor nagysiigrit es irilny6t.

38-6 Egy kezdd golfi6t6kos h6rom iit6ssel vitte a

lyukba a labdrit. Az egymiist kovet6 elmozdulilsok a

kovetkez6k voltak: el6szor 4 m lszaki ir6nyban, majd 2 m

6szakkeletre, v6gtil 1 m 30"-os szogben delnyugatra. Egy

profi golfirlt6kos ugyanezt egyetlen iit6ssel hajtla v6gre.

Mekkora a golflabda elmozdul6svektora ennek sordn?

3.5 T6rbeli vektorok

3A-7 Adottak az A: 2*. +3 j' 4 i 6s B-2 i -2 y +2 2

elmozduliisvektorok (SI egys6gben). Hathrozzuk meg a)

a C : A * B, 6s b) a D : A - B elmozdul6svektorok

nagysrig6t 6s der6kszogii osszetev6it.

3 A - 8  A d o t t a k  a z A : 3 * . 4 j ' + 4 i  6 s B : 2 i + l y - l  2

elmozduliisvektorok (SI egys6gben). Hatirozzuk meg a)

a C :A + B, 6s b) a D : 2A - B elmozdul6svektorok

nagysrlgrit es der6kszogii osszetev6it.

3.6 Sebess6g 6s gyorsulds k6t 6s hirom dimenzi6ban

3.7 Hajititsok k6t 6s h6rom dimenzi6ban

3B-9 Egy reptil6 s6lyom 5m/s sebess6gg "1, a uirJrin-

tessel 60" szoget bezir6 ir6nyban bukik alii. Milyen

sebess6ggel mozog a Fiildon az 6rny6ka,ha a Nap pon-

tosan a fejiink ftlett van.

3B-10 Egy szakad6k sz6l6r6l eltitott golflabda helyko-

ordinhtd;i az

-r : (18 m/s)r 6s y: (4 m/s)r - (4,9 m/s\P

fiiggv6ny szerint viiltoznak.

a) Az i 6s i egys6gvektorok felhaszniiliisrival irjuk fel

az r : r(t) helyzetvektor fiiggv6nyt. A komponensek

deriviiltjrival irjuk fel b) a v: v(/ sebess6g-id6 6s c) az

a: a(t) gyorsulils-id6 fiiggv6nyt. d) Hatrirozzuk meg a

labda x 6,s y koordinilthit a t: 3 s idcipillanatban. Az *'

6s f egys6gvektorok felhasznrlkls6val irjuk fel a v sebes-

s6gvektort 6s az a gyorsuliisvektort a t:3 s id6pontban.

3B-11 Egy motorbicikli 20 mls sebess6ggel 3 percig

d6li ir6nyban mozog, ekkor nyugatra fordul 6s k6t per-

cig 25 m/s sebesseggel halad, majd I percig 30 m/s
sebess6ggel 6szaknyugati ir6nyban szriguld. A mozg6s 6
perces teljes id6tartamhra hatirozzuk meg a) az ered6
elmozdul6st, b) az iltlagsebess6g nagysrlgrit 6s c) az
iitl a gs eb e s s e gve ktort.
38-12 Egy auto 8 percig 25 kmlh sebess6ggel keleti
ir6nyban, ezutin 3 percig 40 km/h sebess6ggel d6li
ir6nyban, v6giil l7 percen 6t 30 km/h sebesseggel d6l-
keleti ir6nyban halad. Hatilrozzuk meg a) a g6pkocsi
ered6 elmozdulils6t kil6m6terben, b) az iitlagsebess6g-
vektort a teljes irtra (K6szitstink vektor diagramot.), c) a
kocsinak a telj e s irtra vonatkoztatott iitlagsebess6 g6t.

38-13 Egy vizszintesen repi.ilci g6p pil6uija a reptil<igep
6rny6krit a g6p el6tt, a horizont alatt 60o-os szogben Litja
a talajon. Hathrozzuk meg a talaj hajliisszog6t" a g6p hala-
drisrinak irrinyrlban, ha a reptilcig6p sebess6ge 200 km/h,
az 6rny1k6, a talajon 250 km/h 6s a sz6l elhanyagolhat6.
3A-14 Egy miiugro aviz felett 3 m magasban elhelye-
zett ugr6deszkiirol a vizszinteshez k6pest 60o-os szog-
ben, 2 m/s sebess6ggel rugaszkodik el. Mennyi ideig
lesz a levegciben?
3A-15 Egy berhin ablakitb6l vizszintes ir6nyban,
6 m/s sebess6ggel labda repiilt ki. A labda a hin aljdtol
10 m tiivolsilgban 6rttalajt. Milyen magasr6l dobtak ki?
38-16 Egy labdht - a 3-31 ribr6n l6thato modon -

bedobtak egy hhz nyitott ablakrin. A labda az ablakon
vizszintes iriinyri sebess6ggel repi.ilt be. Mekkora volt a)

a labda vo kezdSsebessege 6s b) az elhajitris 0 szoge?

l--zg *-*l
3-31 6bra
A 38-16 feladathoz
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38-17 Egy loved6ket a 3-32 ihrtn liithato m6don a
vizszinteshez k6pest 53,1"-os szogben l6ttek ki. A grri-
niit eltalillta a kilov6s helye alatt 160 m, vizszintesen
120 m tiivolsrlgban fekv6 c6lpontot. Milyen sebess6ggel
lSttek ki a grfinifiot?

3-32 irbra
A 38- 17 feladathoz

3B-18 Vizszintes puskacsovet pontosan a 100 m tilvol-
siigban elhelyezett clltihlakozepe fel6 tartva a golyo l0
cm-rel a koz6ppont alatt csapodik be. Mekkora sebes-
seggel hagyta el a goly6 a fegyver csovet?

38-19 A vizszinteshez k6pest 50o-os szogben kilStt
loved6k a 3-33 6brrinak megfelelcien tal6lt celba. Mek-
kora volt a kezdSsebessese?

38-20 Egy hegymilszo feldob egy miiszotiisk6t az
el6tte halado t6rs6nak, aki elkapj a azt (3-34 6bra). A
miisz6tiiske kezd6sebess6ge 12 m/s 6s a vizszintessel 55o-
os szoget alkotott. Tudjuk toviibbil, hogy a tiiske az
elkapiis pillanatrlban vizszintesen reptilt. Milyen tilvol
volt egymiist6l a k6t hegymisz6?

38-21 25 m magas hidrol vizszintes iriinyban hajitot-
tunk el egy kovet. A k6 becsap6dilsi hely6t a vizszin-
test6l lefel6 45o-os ir6nyban l6tjuk. a) Mekkora sebes-
seggel hajitottuk el a kovet? b) Mekkora 6s milyen
irrlnyri sebesseggel csap6dott a kcj a vizbe?

38-22 Egy baseball j6t6kos 24 m/s sebesseggel, a
vizszinteshez k6pest 53,1"-os szogben (ez a 3-4-5 tipusu
h6romszogek egyik szoge) iiti el a labdat. a) Mennyi
ideig repiil a labda? b) Mekkora maximdlis magass6gba
emelkedik? c) Mekkora a hajitrlsi t6volsiig? d) Mekkora
6s milyen ir6nyir sebess6ggel rendelkezik a labda 3
mdsodperccel az eltit6s utiin?

38-23 Vizszintes sik felett 20 m magass6gbol, 8 m/s
sebess6ggel, a vizszintessel 50o-os szoget bezdro iriiny-
ban k<ivet hajitottunk felfel6. a) Hatilrozzuk meg, hogy
a sikhoz k6pest mekkora maximiilis magass6got 6r el a
k5. b) Mennyi id6 telik el mig a ko a talajba csapodik?
c) Mekkoravizszintes t6volsiigot tesz meg a test? d) Mek-
kora 6s milyen ir6nyu sebess6ggel csapodik a talajba?

38-24 Egy labdrit fiiggcilegesen feldobunk, hogy az
5 m-rel feljebb elhelyezkedS t6rsunk elkapja. T6rsunk a
labddt csak akkor tudja elkapni, ha 6mls-niil kisebb
sebess6ggel erkezik hozzil Mekkora a labda minim6lis
6s maxim6lis repiil6si ideje?

Tovfbbi feladatok

3C-25  Ado t t  azE :2* . -39+42  6saz  F :4 i+ l y -22
vektor. Hathrozzuk meg algebrai riton a) a G : E + F
vektort, b) a H - F - E vektort 6s c) a J vektort rigy,
hogy kiel6gitse a E - 2F + J : 0 egyenletet.

3C-26 Egy hegymiszo expedici6 3000 m magasan
letesiti B binisitt, mig K kozbiilsS tihordt 4900 m ma-
gass6gban az alapthbort6l a vizszintes sikban 5,2 km
tiivolsiigra 6s 60o-os szogben 6szaknyugati iriinyban
epiti fel. A 6100 m magas cstcs ett6l a kozbiils<i tiibor-
tol a t6rk6p szerint 3,2 km t6volsrigban 6s 40o-os szog-
ben 6szakkeleti iriinyban fekszik. A csircsot elerS
hegym6sz6 k 6s a binis kozott lezersug6rral kivilnnak
kapcsolatot teremteni. Milyen irrlnyba kell a l6zersug6r-
ral c6loznl?

3C-27 Egy labdrit a vizszinteshez k6pest 48"-os szog-
ben, 12 mls kezdSsebess6ggel dobtunk el. Hatiirozzuk
meg annak q pontnak az x 6s y koordin6t|ji* (az elhaji-
trisi ponthoz k6pest), amelyben a labda sebess6ge a
vizszinteshez k6pest 35o-os szogben lefel6 mutat.

210 m___i

3-33 irbra
a 38-19 feladathoz

3-34 6bra
A 38 - 20 feladathoz

l._ 120 m -l
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3C-28 Sik lejtcin elhajitott test a 3-35 ihritn liithato

p6ly6t futotta be. A kinematikai egyenletekbcil kiindulva

hataroz,zuk meg, hogy a) mekkora volt a kezdSsebess6-

ge cs b) milyen g szogben hajitottuk el a vizszinteshez

kcncs t .

3-35 ahra
A 3 ( ' . - 28  l c l ada thoz

3C-29 A k incmat ika i  cgycn lc tckb( i l  k i indu lva hat /aroz-

zuk mcg cgy a v izsz in tcs  s ikhoz kcpcst  0  szog a la t t ,  v , ,

kczd6scbcss6ggc l  k i l6 t t  l i )vcdck r6ppalyh l i rnak cgycn-

lc t6 t  6s  az R lo t i :o ls i rgot .

3C-30 A 3C-29 f 'cladatban szcrcpl6 rt ippi lyr i ja cgycn-

lc t6nek a d i f fercnc ih l i isava l  mutassuk nrcg,  hogy a ma-

ximdlis l6tavolsirgot I  45" ki l i )vcsi sz<ig csctcn crj i ik cl .

3C-31 Mutassuk mcg,  hogy i lz  i tzo l los  v , ,  kczd6scbcs-

s6gfi  loved6kck lci t fvolsitga nrogcgyczik, ha a 0, cs 0,

ki lov6si szogek potszogck (0, t  gt 90").

3C-32 Halarozzuk mcg, hugy nri lycn 0 ki l6vcsi szog

eset6n lesz egy lovcdck IL l( i t i ivolsi iga cgycnl( i  a l l

emelked6s i  magassdg6val .  ( lndu l . iunk k i  a  k incrnat ika i

egyenletekbcil.)

3C-33 A kinematikai cgycnlctck alapi i in halarotzlk

meg a vo kezd6scbcsscggc l ,  0  k i l i i vcs i  sz i )ggc l  k i l i i t t

loved6k maxim6lis y,,  cmclkcdcsi magassi ig: i t .

3C-34 Vizszintes sik fclctt  l (X) m rnagassagban cl l ic-

lyezkedf pontb6l avizsztnlcshcz kcpcst ?5"-os ctt lclkc-

d6s i  szoggel  lovedckct  ldv i lnk  k i .  n  l i i vc t lck  c l t r r l i l . i i r  a

3-36 ihr i tnak megfe lc l6cn v izsz i t t tcscn 5(X)  r r r  tavo lsag-

ban elhely ezett clltitbl at. M c k k t I ra vt I I t a k czcl iisc bcssc gc'/

3C-35 Egy labdrit irgy dobtunk el, hogy az adott kez-

dcisebess6g mellett vizszintes iriinyban a lehetci legna-
gyobb R t6vols6gra jusson. (L6sd. 3C-29 feladat) a)

Mutassuk meg, hogy miut6n a labda tfljutott piiyljanak
tetcipontjrin bilrmely x, y koordin6tdjir pontra ervenyes
R -- xzl(x - y). b) Vajon az a t€ny, hogy a formuliiban g

nem szerepel, azt jelenti, hogy adott kezd6sebess6g
mellett a maxim6lis hajitrisi t6vols6g ugyanakkora lenne

a Foldon 6s a Holdon? (Magyarhzzuk meg a v6laszt!)

3C-36 Egy gyerek labdrit dob 6t a 3-37 i,t:.rin l6thato

5 m x 9 m-es negyszogletes barakk felett. A gyerek 3 m

tiivolsrlgban iill a barakktol. Mekkora minim5lis kezdci-

sebess6ggel es milyen iriinyban kell elhajitania a labd6t,

hogy az a barakk sarkait 6ppen elkeriilve jusson 6t a

tirloldalra,ha a labddt elhajito gyerek keze 1 m-rel van a

talaj felett?

- ' - . - - - a

l*J' 3 m '

3-37 irbra
A 3C-36 fcladathoz

3C-37 tsgy labd6t a vizszintes tengelyhez kepest 0

szdgbcn (0 < 0 < 90') v,,  sebcss6ggel haj i tottunk el-

Mutassuk ff icg, hogy parabolapi i lyin mozog. (Meg-

icgyzcs: A kincrnatikai cgycnlctekb5l a t  ki fejez6st

cl irr-r inhlvar y r isszctcvdt x f i iggvcnyckent fejezzi ik ki .

l j rn lckcztc t i ink  ar ra ,  hogy a parabola  6 l ta l6nos cgyenlc te

v 6x + hx2 a laku. )

3C-3lt  l rgy szdcskc vizszintcs ir i inyban lcgfel jcbb I m

ti ivolsi lgra tud clugri tni.  l ;cl tctclczvc, hogy arz clugr6s-

hoz sziikscgcs icl6 clhanyagolhato, hatarozzuk meg,

I rogy v izsz in tcs  u ton mckkora maximi r l is  scbcsscggc l

l ra lac l  a  sz i icsko,  l ra  minc l ig  a  n lax inr i r l i s  tavo lsdgba ug-

r ik .  (  l .hsc l  a  3C-29 f -c lac la to t  6s  annak crcdmcny6t ) .

3( l -39 l rgy  l i i vcc lckct  0  k i ldvcs i  szoggc l  lov i ink  k i .

l lat i trozzuk nrcg, hogy a lovcdck r i ;ppri lynjr inak tctci-

pontja nrckkora (r szdg alatt  l i r tszik a ki lovcsi pontbol-

3C-40 Cialilci Ktt ui tucktmrinv cim[i m[iv6bcn azt 6llitia,

hugy ,, i l  45"-nal ugyanannylval nagyobb, i l l .  kisebb

omclkcdcsscl (hai i t6si szoggcl) clhaj i tott  tcstek azonos

tl ivolsirgra yutnak cl" Bizonyitsuk bc eztaz 6l l i t5st.

I
V

1 m
l  r t r  _

I
I

l-- 500 m----l

3-36 irbra
A 3C-34 feladathoz



AZ I-23 FEJEZ.E'TEK PARATLAN
SZAMOZASU FELADATAINAK
MEGOLDASAI

II. Fejezet

2A-l
2A-3
2A-5
2A-7
2B,-9

2A-ll
2A-13
2A-15
28'-17
2B-19

2B-21
28-23
2A-25
2A-27
2A-29
2A-31
2B'-33
2B-35
28-37
2B-39
28-41

2B.43
2B'-45

x ( l  0 )  : 2 2  m

2B-47  a=* ;b= - t r
2C-49 a) 12,8 m/s b) 5,90 m
2C-51 12,2 mls

2C-53 a) 7 mls b) -5,35 m/s c) -9,8 m/s2
2C-55 a) 46,2 s b) 34,6 m/s
2C-57 i4.2 s

2C-59 4,83 x 10-r m/s2
2C-61 a) 26,4 m b) 6,89ozt

2C-63 a)41,5 s b) 20,7 Y c) 10,4 11

2C-65 a)  v :3Af  b )  a :  6At  c )  0 ,0533 m/sr

200 km

1 f6ny6v  :9 ,46  x  10rs  m;  I  pc :  3 ,09  x  1016 m
0,447yo
49,4
7,40 perc; az 6ra hosszabb

6,67 x 10-22 s
1,63 cml6v
55,4  s
lehetetlen
a) 1,20 m/s b) 7,00 s c)  -1,54 m/s
(kozelitcileg)

62,5 mlsz

2,65 x 100 m/s2
2,59 mls
0,639 s
a)  1 ,63  s  b )  9 ,96  m/s  c )  13 ,1  m
a) 5,00 s b) 75,0 m
3,34 s
0,804 s;  0,0121 s

a) -1,5 m/s2 b) 4 s c)  5,33 m

a) 6f b) 3r
a)  2  m;3  m/s ;  4  mlsz  b )  v :  3  -  8 r

c) -8 m/s2 d) 0,375 s e) 2,56 m
c) -4 m/s d) 34,0 m
x ( 2 ) : 2  m ;  x ( 4 ) :  6  m ;  x ( 6 )  :  1 4  m ;

16,1" a hor izont alat t
1 3 , 6  m
24,7 mls
55,4 m/s

a) I l, I m/s b) 24,7 mls;;26,5" a fi iggcilegest6l
a) 21,9 m b) 2,74 s c)  1 4,1 m

d) 21 ,4 m/s; I 3,9o a fiiggcilegestcil

a )  6 i - 2 y + 2 2  b )  2 i + a y - 6 2

c) 6i + 5y -82

(.2,44 m, 1 I ,9 m)

v 
2 

sin20
D _
,t \  -  -

o(5

A v6lasz adott.

v , , t  s i n2  g
v . - L _

'  
) o

A v6lasz adott.

[  "  l .
r , = ( t s 0 ) - r - l  

o  
. l - r tJ  \ Q '  

L 2 ( v , , c o s e ) - )
( t e g )

A = a r c  t e l  -  |- \  
2  )

III. Fejezet

3A-1 a) 7 osztitsr6szt b) 36,9'; 5 oszt6sr6sz

3 A - 3  a )  C  - 6 i + 5 ) ; D = - 2 i + 7 y

b )  g  :  7 , 8 1 ;  3 9 , 8 " ;  D  : 7  , 2 8 ;  1 0 6 "

3B-5  C:  5 ,391 '27 ,8" ;  D  :  6 ,08 ;  80 ,5" ;  E  :  10 ,8 ;

248,2"

3A-7 a) C - j, - Z2;2,24 m

b )  D - 4 i + 5 y - 6 2 ; 8 , 7 8 m

3B-9 2,50 m/s

3B-l  I  a)  4,87 km; 61 ,4" d6lnyugatra b) 23.3 m/s

c) 13,5 mis;  61,4" d6lnyugatra

3B-13
3A-15
38.17
3B-19
38-21
3B-23

3C-25

3C-27

3C-29

3C-3r

3C-33

3C-35

3C-37

3C-39

IV. Fejezet

4A-l a) 8,73 x 10-3 rad b) 0,030 rad

4B-3 91,7"


