IV.2 Az elektrosztatika alaptorvényei feliileti toltéseloszlas esetén

Az el6z6 paragrafusban lattuk, hogy a toltések a vezetd feliiletén helyezkednek
el, gyakorlatilag kétdimenziés vagy mds széval feliileti toltéseloszlast alkotva.
(Természetesen atomi méretekben ez a kép mar nem tarthaté: pl. a tobbletelektronok
z0ome a fémnek a vdkuummal, vagy a levegdvel érintkez6 hatarfeliiletének egy igen
vékony, de mégiscsak véges zondjdban taldlhat6. Ez azonban a makroszkopikus
elektrodinamikai leirds szempontjabdl olyan kis tavolsdg, hogy a gyakorlatban a
kétdimenzios toltéseloszlas teljesen elfogadhatd kozelités.) Feliileti toltéseloszlas esetén

0 = lim 4Q = d—Q,
2A-0AA dA
bevezethetjiik a 0 feliileti toltésstirliséget
vagyis a feliiletegységre es6 toltést, ami a térfogati toltésslirliséggel analég fogalam.

A kovetkezOkben szeretnénk az elektrosztatika alaptorvényeit megfogalmazni
feliileti toltéseloszldsok esetére (egyeldre tovabbra is vdkuumban). Erre - azon tul, hogy
feliileti toltéseloszlasok gyakran fordulnak eld - azért is érdemes sort keriteni, mert az
elektrosztatika alaptorvényei ilyen esetben nagyon egyszertiek. E célbdl vezessiik be
egy V(r) vektortér feliileti forrasstirliségétaz alabbi formdban

feliileti divergencia= V,(2) -V, (1),
valamint a feliileti orvénystirtiségét a
feliileti rotacio = V(2) — V(1)
alakban. ((1) és (2) arra a két térfélre utal, amelyeket a feliilet valaszt szét. Az n és t
indexek a vektortér normélis illetve tangencidlis komponensét jelentik.

Ennek részletesebb magyardzatat lasd kicsit késébb. Ekkor az elektrosztatika
alaptorvényeinek anal6g megfogalmazdsai a kovetkezSk:

Az elektrosztatika | Térfogati toltéseloszlas | Feliilet toltéseloszlas
alaptorvényei esetében esetében

1. alaptorvény divD =p D,(2) -D.(1)=0

2. alaptorvény rotE =0 ER2)-E(1)=0

Szavakkal kifejezve az 1. alaptorvény feliilet toltéseloszlasra azt mondja ki, hogy aD




4.1 Abra
tér feliileti forrdsstirtisége egyenld a feliileti oltésstiriséggel, a 2. alaptorvény szerint
pedig a feliileti orvénysiirliség zérus. E tételek belatasdhoztekintsiik az 4.1 és 4.2 abrét.

4\‘:(2)

(1)

4.2 Abra
A jelen esetben pozitiv eldjeld toltésfelhd (de persze lehetne negativ is) egy feliileten
(de nem feltétleniil egy vezetd feliiletén!), helyezkedik el. A 1ényeg az, hogy valahogy
létrejott ez a kétdimenzids toltéseloszlas, akdr ugy, hogy példaul a toltéseket
odaenyveztikk a feliilethez. A toltott feliilet valassza el az (1)-el és (2)-vel jelolt
térfeleket egymadstol, és a feliillet normélvektora mutasson az (1)-t6l a (2) felé. Ezek
utdn az 1. alaptorvény feliileti alakjat az alaptorvény globdlis formdjabdl kiindulva lehet

DA =Q

bizonyitani.

A Q t0ltés most feliileti t0ltés legyen, és helyezkedjen elegy B feliileten, vagyis
(Felhivjuk a figyelmet, hogy itt a dA nem vektor, csak a feliiletelem nagységa.)

Tehét ezt a a B feliileten elhelyezkedd Q toltést oleli koriil a zart A feliilet. Most

Q=fodA

zsugoritsuk rd az A feliiletet mindkét oldalrél a B felilletre. Az A feliilet ekkor
lényegében két olyan A(l) és A(2) feliiletbsl 4ll, amelyek majdnem mindenben
megegyeznek, miutdn razsugoritottuk Sket a B-re. Ezutdn ugyanis mindkettd nagysiga
B, csak mig az A(1) az (1)-es térfélben van, és ezért feliiletelemeinek irdnya a helyi
normdlvektorral mindig ellentétes, addig az A(2) esetében, amely a (2)-es térfélben van,
a feliiletelemek a helyi normdlvektorral azonos irdnydak. (A feliiletelemek irdnyat
ugyanis az szabja meg, hogy A(1) és A(2) egyiitt egy zart feliiletet alkot, és ilyenkor a
feliilet irdnya definicié szerint mindig kifelé mutat.) Tehdt az dbran is alkalmazott
jeloléseinkkel
dA(1) =-dAn, dA(2) =dAn és igy D(1)dA(1) =-D,(1)dA, D(2)dA(2) =D,(2)dA.

fD [dA = J'D [dA + J'D LdA =J'(—Dn (HdA) +J'(—Dn (2)dA).
A A A2) B B
Tekintettel arra, hogy a teljes zart A feliilet két részre bonthatd, ezért



A zsugoritds utdn ugyanis A(1) = A(2) = B. Ezek utdn az 1. alaptorvény globdlis alakja
feliileti toltéseloszlas esetén:

[(D,(2)~D,(1)dA = [odA.

Mivel ez az Osszefiiggés, tetsz€s szerinti B feliiletre igaz, ebbdl kovetkezik, hogy nem
csak az integrdlok, hanem az integrandusok is megegyeznek, tehat
Di(2)- Dy(1) =0,
Ami nem mds, mint az 1. alaptorvény lokdlis alakja feliileti toltéseloszlds esetén.
A 2. alaptorvény feliileti toltéseloszldsra érvényes alakjat ugyancsak a globdlis

Eldr =0
g r

alakbdl kiindulva vezethetjiik le:
A zart gorbét vegyiik fel ugy, hogy odafelé a felillet felett, de annak kozvetlen
kozelében haladjon a (2) térfélben, majd visszafelé a feliilet alatt az (1) térfélben, de
ismét a feliilethez igen kozel, valamint kozvetleniil az odatt alatt. Vagyis

dr(l) =-dt, dr(2) =dt ésigy E(1)dr(1)=-E(1)dt, E(2)dr(2) = E(2)dt.
Itt dt mindeniitt az odaut irdnyaba mutato a feliilethez képest tangencidlis egységvektor.
A zart gorbement integral két részre oszthatd, az odatit és visszaut szerint:

fEBlr: J'Eﬁtlr+ J'EBirZO
G G(2) G
Mivel az oda és visszaut tulajdonképpen majdnem ugyanazon a H gorbén torténik, ezért

fELr = [(E,()-E,())dt =0

felirhat6, hogy
Miutan ez az integrél tetszés szerinti H gorbére z€rus, ebbdl az kovetkezik, hogy maga
az integrandus is nulla:

E(2) - E(1) =0,

ami nem mas, mint a 2. alaptorvény lokaélis alakja feliileti toltéseloszlas esetén.

IV.3 Az elektroszatika alaptorvényei vezeto feliiletre

Ha az elektrosztatika feliileti toltéseloszldsokra érvényes alaptorvényeit erre az
esetre akarjuk alkalmazni, akkor abbdl indulhatunk ki, hogy a vezet6 belsejében nincs
elektromos tér, tehét ott mind E, mind D nulla. Ha tehat a toltott feliiletiink egy vezetd
kozeg (1) feliilete, amely vakuummal (2) érintkezik, akkor tudhatd, hogy

E(1)=0ésD(1) =0.
Az ebbdl ad6do egyenleteket 6sszehasonlitd tdblazatos formédban kozojiik:

Az elektrosztatika Altaldnos feliilet Vezetd feliilet esetén
alaptorvényei toltéseloszlas esetében (1):vezetd, (2):vakuum




1. alaptorvény D.(2) -D,(1)=0 D.2)=0

2. alaptorvény E(2)-E(1)=0 E(2)=0

Vagyis szavakban Osszegezve: az elektrosztatikus tér a vezetd feliiletére mindig
merdleges (mert a tangencidlis komponense 0), a D tér normdl komponense pedig (ami
vakuum estén maga a D vektor abszolit értéke) a felillet egy pontjdn egyenld az
ugyanezen pontban mérhetd o feliileti toltéssiirtiséggel.

IV.4 A feliileti toltésstirtiség fiiggése a gorbiileti sugartol. Csucshatas.

Kisérlet: elektromos Segner kerék, gyertyaldng elfijasa elektranos széllel.
A csucshatds azon alapszik, hogy a vezet$ élein, illetve csicsain sokkal nagyobb a
toltéssiirtiség, és az

SEQR)=0
Osszefiiggés miatt, itt a lokalis térer8sség is sokkal nagyobb. A nagy térerdsségionizalja
a levegd molekuldit, a toltott levegd pedig mozgésba jon az elektromos tér hatdsara. Ez
az elektromos sz€l.

Mivel magyardzhatjuk, hogy a csucsokon - vagyis ahol a felilet gorbiileti
sugara igen kicsi — nagyobb a toltéssiirlis€ég, mint a feliilet kevésbé gorbiilt részein?
Hogy ezt megértsiik, képzeljiik el a kovetkezd kisérletet. Egy R, sugart nagy vezetd
gdombot kossiink Ossze (ugyancsak vezetdvel) egy kisebb R, sugard gombbel. A
rendszert toltsiik fel, és vizsgéljuk meg a két gdombon kialakulé o, és 0, toltésstlrliségek
ardnyat. Ha a gdmbok egymdstdl viszonylag tdvol vannak, akkor az R; sugard gomb
felszinén a potencialt elsGsorban az ott elhelyezkedd Q; toltés fogja megszabni. Az R,
sugard gomb potencidltere a gombon kiviil ugyanolyan, mint a pontszerl toltés

potencidltere (IIL2 paragrafus), ezért

Ugyanilyen alapon

Viszont a két gobmb ekvipotencidlis, mivel vezetdvel vannak 6sszekotve, vagyis ¢,=¢,.
Ezért

_1Q
¢2_4T|£0 R,
Q_Q
Rg=RY_

4RTT

Tekintetbe véve, hogy egy gobmbon a feliileti toltéssiiriség

a két gomb feliileti toltésslirliségeinek aranyéra azt kapjuk, hogy

vagyis, minél kisebb egy gobmb R sugara, anndl nagyobb rajta a o feliileti toltésstirliség,
és kovetkezésképpen a térerd is.
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V. Kapacitas, kondenzatorok

V.1 A kapacitas fogalma
Tekintsiink két vezetd (mondjuk fém) darabot, melyek egymds kozelében
helyezkednek el.

V.1. Abra
(Az ,,egymas kozelében” persze relativ fogalom. Egyrészt azt értjiikk alatta,
hogy a vezet&darabok atlagos tdvolsidga a vezetddarabok geometriai méreteinek a
nagysagrendjébeesik. Lasd a fenti V.1. dbrat. Mésrészt pedig feltételezziik, hogy egyéb
vezetddarabok illetve toltések nincsenek a kozelben, mdsszéval elég tavol vannak
ahhoz, hogy a hatdsuk elhanyagolhat6 legyen, s igy ne zavarjanak. Az dbran ezekhez a
kevéssé zavard toltésekhez vezetd, vagy onnan kiindulé er6vonalakat szaggatottan
rajzoltuk.) Az egyik vezetén — ezt fogjuk a tovdbbiakban a kondenzétor pozitiv
fegyverzetének tekinteni -—helyezkedjen el +Q toltés, a masik vezetén pedig -Q. A
kondenzator fegyverzetei kozott mérhetd fesziiltséget mindig ugy fogjuk szamitani,
hogy a térerGsség gorbementi integraljat a pozitiv fegyverzettdl indulva a negativ
fegyverzetig eljutva szamitjuk. (Igy jutunk pozitiv fesziiltség értékhez.)

r(-)
= J'E [dr.

r(+)

U

KONDENZATOR

Elektrosztatikdban a fesziiltség az uttdl fiiggetlen, a kondenzdtor lemezei pedig
ekvipotencidlisak, ezért a fenti mddon szamitott fesziiltség az egész kondenzdtorra
érvényes adat. Ezt fogjuk a kondenzétor fesziiltségének tekinteni.

Ja

A kondenzétor toltésének pedig a pozitiv fegyverzeten 1év6 +Q toltést tekintjiik.



Ha a kondenzéatorra 2-szer annyi toltést visziink fel akkor ezekbdl kétszerannyi
erdvonal indul ki (az elektrosztatika I. alaptorvénye értelében). Ha ugyanarrdl a helyrdl
kétszerannyi erdvonal indul ki, akkor kétszeres lesz az er6vonalak stirlisége is, azaz a
térerdsség mindeniitt a kétszeresére n6. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a fesziiltség is
kétszeres, mivel a gorbementi integrilban E mindeniitt dupla akkora. Vagyis a

U=kQ.
fesziiltség aranyos akondenzatoron 1év6 toltéssel:
A k aranyossagi tényez$ reciprokat C-vel jeldljiik, és kapacitasnak hivjuk. Ha az
egyenletet Q-ra explicit forméra rendezziik, akkor
Ez azt jelenti, hogy minél nagyobb a kondenzator kapacitdsa, egy adott fesziiltségen
Q=CU.
anndl tobb toltést tud tdrolni. A dolgot ahhoz hasonlithatjuk, hogy egy viztarolénak
anndl nagyobb a tarolokapacitdsa, minél tobb vizet tud befogadni egy adott magassig
mellett. ( Persze a viztarolondl az Gsszes beléje fér6 vizet tekintik inkdbb - ami még
nem csap tdl a tdrolé peremén -, és nem a magassiagegységre es6 taroloképességet. A
kondenzator kapacitasan viszont nem a bele tolthet6 legnagyobb toltést értik — ahol mar
pl. atitne a kondenzitor -, hanem e helyett a fesziiltségegységre jutd tarolt
toltésmennyiséget. )

V.2 Sikkondenzator, gomb- és hengerkondenzator kapacitasa

Amint arrdl az el6z6 paragrafusban méar volt sz6, barmely két vezeté darab
képezhet egy kondenzétort. A kondenzator kapacitdsa egyrészt attdl fog fiiggeni, hogy
mekkordk a fegyverzetek, €s ezeknek milyen a geometriai elrendezése, masrészt attol,
hogy milyen szigeteld anyag, vagy anyagok, toltik ki a fegyverzetek kozotti teret.
Egyel6re fel fogjuk tételezni, hogy a fegyverzetek vdkuumban vannak. Ekkor a
kondenzator kapacitdsa egyedill a geometridjatol fiigg. A sokféle elképzelhetd
geometria kozott van hirom nevezetes eset, amit meg fogunk vizsgdlni: a
sikkondenzator, a gombkondenzétor és végiil a hengerkondenzator.
Sikkondenzdtor

A sikkondenzatort vdzlatosan a V.2 dbra mutatja.

Y

Y

V.2. Abra



Lényegében két egymdssal parhuzamos A feliiletii vezetd lemezbdl all, melyek
egymastol mért tivolsdga d. Lényeges, hogy a d tavolsdg ardnylag kicsi legyen a
kondenzator tobbi méretéhez képest. Ekkor ugyanis az elektromos erdtér a kondenzator
belsejében nagyjabol homogén. Igaz ugyan, hogy a kondenzétor-lemezek széleinél a tér
gyengiil, mert az erdvonalak egy része kiviilre keriil, de az a teriilet, ahol ez jelentSs
gyengiilést okoz egyre kisebb, ahogy d-t csokkentjiik. A levezetésnél tehat azzal a
kozelitéssel fogunk élni, hogy az elektromos erétér homogén a kondenzator lemezei
kozott.

Lassuk akkor a levezetést! Egy kondenzétor kapacitasa a rajta 1évd toltés osztva
a kondenzator fesziiltségével:

c=2
U

ol

Feltételezziik, hogy a toltések homogén o feliileti toltéssiirliséggel oszlanak el a
fegyverzetek feliiletén, tehat a kondenzator tokése

O=Ao0.
Tovabba mdrlattuk, hogy egy vezet6 feliiletén azelektrosztatika 1. alaptorvénye szerint
Az elektromos eltolds vektora pedig vdkuumban felirhaté, mint a vidkuum §&

o=D.
permittivitdsdnak és az elektromos térerdsségnek aszorzata:
D=¢, L.
Tehat sikkondenzétor esetén irhatd, hogy
Q=A¢,E.

A kondenzitor fesziiltségét homogén tér esetén egyszerlien felirhatjuk, mint az E
térerdsség €s a d tdvolsag szorzatat:

U=Ed.
Mivel

U :J’ErZJ'EerEJ'erEd,

mert az E és dr vektorok egymdssal parhuzamosak (ilyen utat valasztunk), és ezért a
skaldrszorzatuk egyenld a nagysigaik szorzatdval, az E pedig fiiggetlen a helytdl
(homogén tér), és ezért az integraljel elé kiemelhetd.

Visszatérve a sikkondenzator kapacitdsara: a toltésre €s a fesziiltségre kapott

KONDENZATOR

osszefiiggéseket helyetesitsiik be a kapacitds kifejezésébe

Vagyis arra a eredményre jutottunk, hogy a sikkondenzator kapacitisa ardnyos a

fegyverzetek feliiletével, és forditva ardnyos a lemezek egymastdl mért tavolsagaval.
Ezt az eredményt egy olyan kisérlettel lehet szemléltetni (V.3. Abra), ahol a

kondenzétor egyik fegyverzete egy elektroszkdp lemezéhez, a masik fegyverzete pedig

ennek az elektroszképnak ahdzahoz van kétve (ami foldelve van).
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V.3. Abra

Az elektroszkép lemezéhez kotott kondenzator fegyverzetére megdorzsolt tivegriddal
pozitiv toltést visziink, és ezutan az elektroszkép kitér. Ha most a kondenzétor
fegyverzeteit kozelitjik egymashoz, akkor az elektroszkop lemezei 0sszébb esnek, ha
viszont tdvolitjuk egymdstdl a fegyverzeteket, akkor az elektroszkdp lemezei is
tdvolodnak egymastol. Ezt Ggy interpretdlhatjuk, hogy a kondenzator U fesziiltsége nd,
ha a fegyverzeteit tavolitjuk egymastdl (mert ilyenkor a kapacitdsa csokken, a toltése
viszont nem valtozik, tehit a fesziiltségnek ndnie kell a U=Q/C formula értelmében), és
ezt a megnovekedett fesziiltséget jelzi az elektroszkop.

Itt lljunk meg egy széra. Azt mondtuk — €s helyesen — hogy az elektroszkép a
rajta 1évo toltést méri, és fesziiltségmérésrdl pedig nem szoltunk. Valéban, a lemezek
kozotti taszitderd a rajtuk 1évo toltéstdl fiigg a Coulomb torvény értelmében. Miért
mondjuk akkor mégis azt, hogy a fenti kisérletben az elektroszkdp a kondenzitor
fesziiltségét méri? Nos, itt nincs ellentmondds, mert az elektroszkép mindkettét méri.
Mivel az elektroszk6p hazat foldeljiik, ezért az elektroszkop is egy kondenzator. Minél
nagyobb ezen a kondenzatoron az elektromos toltés, anndl nagyobb rajta az elektromos

U — QELEKTROSZK()P

ELEKTROSZKOP C
ELEKTROSZKOP

fesziiltség is az

Osszefiiggés értelmében. Mivel az elektroszkép kapacitdsa dllando, ezért az
elektroszkdp fesziiltsége ardnyos lesz a rajta 1évd toltéssel. Az elektroszkép tehat
fesziiltségmérd miszer is, csak a mér6lemezeinek kivezetését €s a hazat pairhuzamosan
kell kotni a mérendd fesziiltséggel (mint minden fesziiltségmérd miiszer esetében).
Jelen kisérletiinkben a kondenzétor fegyverzeteivel kotottiik parhuzamosan, tehdt az
elektroszkdp igy valoban a kondenzétor fesziiltségét fogja mérni (amellett, hogy a sajat
magan 1évé toltést tovabbra is méri, csakhogy ez a toltés most ardnyos a kondenzétor
fesziiltségével).

Nagyon zdréjelesen még azt is megjegyezziik, hogy amikor fesziiltséget
mériink az elektroszképpal egy kondenzétoron, akkor az elektroszkop édltaldban nem
tekinthet6 idedlis sztatikai fesziiltségmér6 miszernek. Az elektroszkép kapacitdsa
ugyanis hozzdaddédik a mérendd kondenzator kapacitdsdhoz, és ezért az elektroszkdp
beiktatdsaval a fesziiltség egy kicsit csokken. Ez a hatds anndl kisebb, minél kisebb az



elektroszkdp kapacitdsa. Egy idedlis elektroszkép fesziiltségméré kapacitdsa tehat
zérus.

Gombkondenzator
Tekintsiink most két koncentrikus gombfeliiletet, mint kondenzéatort.

V.4. Abra

Legyen példdul a bels6 gomb pozitiv, a kiilsé pedig negativ toltésti. A belsd gombbdl
indul6 erdvonalak, a kiils6 gombon végzddnek. Ez most nem homogén tér, hiszen az
erdvonalak irdnya sem azonos a legtdbb helyen, és a térer6sség nagysdga is csokken,
ahogy belsé gombtdl tadvolodunk. Ilyen térrel azonban maér taldlkoztunk, hiszen a
pontszer( toltés tere is gombszimmetrikus tér. A gomb felilletén kiviil nem tudjuk
megallapitani, hogy az elektromos teret egy pontszerd tolt€s, avagy egy vezetdé gdmb
feliiletén eloszl6 toltés hozza 1étre. (Persze a gdmb feliiletén beliilre menve méar nagy a
kiilonbség: pontszeri toltés esetén a térerd egyre n6 az origbhoz kozeledve, gomb
esetén viszont a gdmbon beliil zérus a térers.) Széval a gombon kiviil a térer6sség és a
potencidl is ugy valtozik, mint pontszerd toltés esetén:

1 0 ) 1 0

E= e és r)=
e, r* ' o) 4TE, ¥

~

ahol r a gdmb kozéppontjatdl mért tavolsdg. Ezek szerint ha a bels6 gomb sugara R, a
kiils6 gombé pedig R,, akkor akkor a potencidljuk

1 0 , 1 0
R)= és R,)= .
PR 4TE, R, P(R,) 4TE, R,
A két gomb kozotti fesziiltség ezek szerint:
o 1 10
U=¢R)-P(R,) = -—
P(R) —P(R,) iz, Bk Rz%

ahonnan a gombkondenzétor kapacitasa:
C= Q _4mE, RR,
U R, — R,

Feladatok, kérdések:
1) hasonlitsuk Ossze ezt a formuldt a sikkondenzétorra kapott képlettel! Mit kapunk
eredményiil, ha a két gombfeliilet nagyon kozel van egyméshoz?



2) Mit kapunk eredményiil, ha a médsodik gomb sugara igen nagy, vagy mdsodik
gdmb egydltaldn nincs is jelen?

Hengerkondenzdtor
Két L hosszusagi koncentiikus hengerbdl 4116 kandenzator kapacitdsa
_ 2m, L
" In(R,/R)’
ahol R; és R a belsd és a kiils6 henger radiusza.
T e Y

A

L 3

V.5. Abra
Ezt a formulat dgy vezethetjik le, ha az elektrosztatika I. alaptdrvényére
tdmaszkodva felirjuk az elektromos térerdsséget mint a hely fiiggvényét egy olyan
hossziikas hengerkondenzatorban, amelynek tdltése Q:

E = a Q toltésbal kilépd erdvonalak szdma
annak az r sugard hengernek (R1 < r < R2) a feliilete ahol az E - t kérdezziik -

Ezutin a kondenzitor U fesziiltségét kell kiszamolni, figyelembevéve, hogy az
elektromos tér mindig radialis irdnyd a hengerkondenzatorban. Ha tehat radidlis utat
véalasztunk a fesziiltség kiszamitdsdhoz, akkor igaz, hogy

Er = E Wr,

R,

U = (E Lir,
I

KONDENZATOR

és igy
Magit a levezetést nem kozojiik, de kérjiik az olvasét, hogy gondoljon utdna.

V.3 Kondenzatorok soros és parhuzamos kapcsolasa
Pdrhuzamos kapcsolds

Parhuzamos kapcsoldsrdl akkor beszéliink, ha két vagy tobb dramkori elem,
jelen esetben kondenzator, ugyanazt a két pontot koti 0ssze. Ekkor valamennyi elemen
ugyanaz az U fesziiltség van. Ilyenkor logikus kérdés, hogy a parhuzamosan kapcsolt
elemeket lehetséges-e egyetlen ereddvel helyettesiteni, amely ekvivalens mddon
viselkedik, és mekkora ez az ered6? Példaul harom parhuzamosan kapcsolt kondenzator
esetén az a feladat, hogy mekkora annak ez ered6 kondenzatornak a kapacitdsa, amely
minden fesziiltségen ugyanannyi toltést tarol, mint a harom kondenzator egyiittesen?



1
Cz
Ae B
C3
V.6. Abra
— CEREDé = + +
CERED(ﬁ - T QEREDé =0, +0,+ 0,
_0,+t0,+0 _0 .0, 0 _
CEREDé _% QEREDé —Ul+72+73—C1+C2+C3.

Ennek a kondenzétornak a kapacitdsa tehat
Vagy éltaldban n darab parhuzamosan kapcsdt kondenzator esetén:

CEREDé = Z Ci'

Soros kapcsolds

Mint l4ttuk kondenzétorok parhuzamos kapcsoldsa esetén a fesziiltség azonos
minden kondenzdtoron, mert ugyanazt a két pontot kotik 6ssze. Kondenzéitorok soros
kapcsoldsandl minden kondenzitoron ugyanaz a toltés jelenik meg, mert eldgazas
nélkiil egymds utdn vannak kotve. Ekkor ugyanis az elsé kondenzéitor pozitiv
fegyverzetére felvitt toltés az elektromos megosztas révén ugyanazt a toltést jeleniti
meg valamennyi kondenzatoron.

C
C1 C2 ‘ 3
o]
I
V.7. Abra
A kondenzétorokon es fesziiltség 6szeadddik, tehat
vagy éaltaldban U,eeps =U, +U, +U;,
Q :g+g+g ] ! :L+L+i’
CEREDé Cl C2 C3 CERED(i Cl C2 C3
1 1
C C’



V.4 Kondenzator és elektrosztatikus tér energiaja
Kondenzator energidja

Egy feltoltott kondenzator energidjat dgy hatdrozhatjuk meg, hogy megmérjiik:
kisiitése kozben az elektromos tér mekkora munkét végez. Ez a munkavégzd-képesség
a kondenzator energidja. Amikor dQ toltés megy at a pozitiv fegyverzetrdl a negativ

dW =U dQ.
fegyverzetre, ekkor a dQ toltésen a tér altal végzett munka
Q most az atvitt toltést jelenti. (Tehat az atvitt toltés a folyamat kezdetén 0, miutdn
pedig kisiitottiik a kondenzatort az atvitt toltés a kondenzator kezdeti teljes toltésével
egyenld, amit Qy-al jeloliink.) A kondenzédtoron marad4toltés

Qc:Qo_Q»
_Qc _9 0
C c
W= faw = f =% 0 O
cC 2C 2C

a kondenzaitor fesziiltsége pedig
A kondenzétor teljes kisiitése soran végzett munka:
Tehat a kondenzétor energidja:
1 QO Ly =
2 C 0=0
Az eredményt (és az V2-es szorzotenyezot) szemléletesen gy is értelmezhetjiik,
hogy a kondenzitor fesziiltsége a Kkisiités kozben a rajta 1évé toltéssel ardnyban
linedrisan csokken nulldra. Az dtlagos fesziiltség pedig ennek kovetkeztében a kezdeti
€s végso fesziiltség szamtani 4tlaga:

1
U griac = E Uy
A végzett munka pedig
1
Uirac Qo = EUO Qy-

Olvasmdny: az eldjel és apotencidlis energia
A kondenzitor energidjat megadé formuldt Ggy is le lehet vezetni, hogy Q-val nem az atvitt
toltést, hanem a kondenzatoron 1évé toltést jeloljiik. A kisiités sordn végzett munka ekkor azonban

dW =U(-dQ).
kicsit mas
Ugyanis ha kisiitésr8l van szd, akkor a kondenzitor toltése csokken, tehdt dQ negativ. A tér altal
végzett dW munka viszont pozitiv, mert a pozitiv toltés egy kis részét (ami —dQ-ként irand6 ebben az
esetben, hiszen igy lesz pozitiv) vissziik at a pozitiv fegyverzetrdl a negativ fegyverzetre. A kisiitésnél
végzett munka evvel a jeloléssel:

9 Qo Q
0

J'dW J’U( dQ) J'UdQ ICdQ—



Mint lathat6 ez a levezetés taldn egyszeriibb, de a dQ el§jelének megértése tobb figyelmet igényel. Az
el6jel mint lathaté fontos dolog, és akdrmilyen egyszerd, mégis alaposan oda kell figyelni, nehogy
elhibazzuk. Gyakorldsul ajanlott, hogy a kondenzator energidjat most a feltoltésekor végzett munkabdl
kiindulva vezessiik le.

Segitség: a feltoltéskor az elektromos erdtér munkdja negativ, valamilyen, a feltoltést végzd
er6 munkdja pedig pozitiv. A feltoltott kondenzator energidja természetesen pozitiv. Tehdt a
kondenzdtor energidja vagy a feltoltést végzd erd munkdjival egyenld, vagy pedig az elektromos erd
munk4djdnak a minusz 1-szeresével. Ez az el§jel-konvencié onnan adédik, hogy az energia az nem
munka, hanem munkavégzG-képesség. Ha tehat a tér munkat végez, akkor annyival csokken a
munkavégzd képessége amennyi munkat végzett. A tér energidjanak a valtozdsa tehat az éltala végzett

AE,or =-W.
munkdnak a minusz 1-szerese:
Tulajdonképpen mar az els6 levezetésnél hasznaltuk a fenti 6sszefiiggést, amikor azt mondtuk, hogy a
kondenzator energidja az a munka amit a feltoltott kondenzator erStere végez a kisiités sordn:
A Kkistitott kondenzator energidjat nullanak tekintve kapjuk a kiinduldsul hasznalt formul4t:

AE,,, = E,,;(2) - E,,; (1) = E,,; (kisiitott kond.) — E,, (toltott kond.) = -W.
E ., (toltott kond.) =W.

Az elektrosztatikai tér energidja
Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy az elektrosztatikus tér energiasiirisége a tér
egy pontjaban

pP(energia) = %E (D.

A levezetést az egyszerliség kedvéért egy sikkondenzdtor lemezei kozott fesziilod
homogén elektromos térre végezziik el, és még azt is feltételezziik, hogy a kondenzétor
lemezei kozott vakuum van. Beldthatd azonban (bar ennek bizonyitasit itt nem
kozoljiik), hogy az eredmény nem csakerre a specialis esetre, hanem altaldban is igaz.

Tekintsiink tehat egy feltoltott sikkondenzatort, amelyben a homogén
elektromos térerésség E. Ekkor a kondenzator fesziiltsége:

U:J’EDHrZEDV,

ahol d a kondenzétor lemezeinek a tdvolsdga. (Az integrdlds itt a homogén tér miatt
szorzéssa egyszeriisodik.) A kondenzator energidjamint lattuk:

1
EPOT = EUZC.

E formulédban a fesziiltségre helyettesitsiik be, hogy U=Ed, valamint a sikkondenzétor
E,A .
kapacitasat C = (;T Ezut4n azt kapjuk, hogy
&AL
d 2
ahol V a kondenzitor térfogata. Innen mar egyszerli feladat az energiasiirliség
kifejezése:

E,py = %(E d) (E £,E)(Ad) = %(E DV

. E 1
P(energia) = —°L = —E[D,
Vv 2
ami nem mds, mint a bizonyitani kivant formuldnak a sikkondenzitor esetére érvényes

alakja.



VI.1 Dip6lusmomentum. Dipdlus és toltésrendszer potencialtere

n
m = Z Qiri
&

Egy toltésrendszer momentuman az aldbbi kifejezést értjiik
vagyis a toltéseket sulyozzuk a hozzajuk tartoz6 helyvektorokkal. Az azonos nagysigu
de ellentétes elGjell +Q és —Q toltésekbdl 4ll6 toltésrendszert dipdlusnak nevezziik.
Ennek a toltésrendszernek a momentuma a dipélusmomentum, amit p-vel jeldliink:
p=r.Q-rQ=Q(r,-r)=QAr.
Tehat a dipélusmomentum vektora a negativ toltésbdl a pozitiv felé mutat. (Miért?
Indokoljuk! Hasznéljuk ehhez a mellékelt abrat is.)

6.1 Abra
A dipélusmomentum nagysaga pedig a Q toltésnek és a toltéseket elvalasz Ar=[Ar[]
tdvolsagnak a szorzata.

A tovabbiakban azt szeretnénk beldtni, hogy tetsz€s szerinti toltésrendszer
erdtere ,,messzirdl nézve” olyan, mint egy dipdlus tere. Ezt a kérdést azért érdemes
megvizsgdlni, mert a szigetel6anyagok molekuldkbdl allnak, amelyekben a toltés
eloszldsa meglehetdsen bonyolult is lehet. Ha viszont tetszés szerinti toltésrendszer a
tdvolbol nézve dipdllussal helyettesithetd, akkor makroszkopikus mérések
szempontjabol a szigeteld anyagokat ugy tekinthetjiik, mintha egyszerti dipSlusokbol
allnanak.(A molekuldris méretekhez képest ugyanis tavolrdl vizsgéljuk ezeket a
toltéseloszlasokat.)

Els6nek egy egyszeri dipdlus terét vizsgaljuk meg, és ne is az erdterét, hanem a
potencidlterét szdmoljuk ki. Az erStér ugyanis ebb8l a potencidltérb6l gradiens-
képzéssel leszarmaztathatd, viszont a potencidltérrel egyszerlibb szamolni, mivel az

P




skalartér. Tehét tekintsiik az aldbbi dbrat, ahol a dipdlus potencidljat a dipdlustol
ardnylag tavol 1évé r helyvektord P pontban kivdnjuk kiszamitani. A dipSlusrdl tudjuk,
hogy a koordinatarendszeriink origdja kozelében helyezkedik el. Jeldlje r, és r. a
pozitiv és negativ toltés helyvektorat, R, és R pedig ugyanezen toltéseknek a P ponttdl
mért tdvolsagat.
6.2 Abra
A P pontban mért potencial a +Q és —Q toltés dltal e pontban 1étrehozott ¢, és ¢.
¢=¢.-¢_=

L. _Qf QM _ 1
4me, (R, R_[ 4m, R, R_
potencidlok osszege (I11.2):

Ez eddig minden kozelités nélkiili preciz eredmény. Viszont eddig még nem hasznéltuk
ki, hogy r, és r. sokkal kisebb, mint R,, vagy R, vagy akar r. Ezek a reldciok annak a
kovetkezményei, hogy a P pont sokkal messzebb van az orig6tdl, mint a dipdlus.
Elsének most probéljuk meg R.-at kozeliteni ennek figyelembevételével. Ha a P
ponttal, mint kézépponttal egy R, sugarid kort rajzolunk ez természetesen a P ponttdl R,
tdvolsagra metszi az r helyvektort.

R,

6.3 Abra
A kozelitésiink abban fog allni, hogy az R, vektor merdleges vetiilete az r vektoron
kozelitdleg egyenls R,-al, tekintve, hogy r és R, kis szoget zér be, €s ilyenkor a koriv
€s az r-re merdleges egyenesegymdshoz kozel esik.

r[R
R, =—*.
r
A vetiiletet mint tudjuk skaldrszorzattal szamthatjuk, tehat:

Az abra szerint r.+R,=r, azaz R,=r-r,, és igy




ri(r-r,) rir, 1 rDl;B
= =r—- = _ -_ >
r r r r-
A masodik atalakitast azért hajtottuk végre, hogy az R, reciprokdban egy tovabbi

r[r, _1~1 r[r,
r’ % ~;D+ r’ Q

R

+

107,
R, OO

kozelitést tegyiink:

Hasonlé megfontoldsokkal

Ha ezt a két kozelitést behelyettesitjiik a dipdlus potenciél kifejezésébe, akkor a

kovetkezd eredményt kapjuk
vagyis a dipdlus potencidlterét az alabbi kifejezéssel kozelithetjiik:

7~DB rﬁ' B rﬁl‘

+ ¢@@%§3,_% I'_I')]

ahol p = Q(r,-r.), a diplusmomentum.

Ezek utdn nézziik meg egy tetszés szerinti toltésrendszer potencidlterét. Itt is fel
fogjuk tételezni azonban, hogy a t6ltések az origéhoz ardnylag kozel, a P pont pedig —
ahol a toltésrendszer potencidlterét vizsgdljuk — az origdtdl tdvol helyezkedik el. A
dip6lus potencidlterének szamitdsdhoz hasonld6 megfontoldsokat €s elhanyagoldsokat

I . rf Q)
¢‘Z¢f‘4moig~méir d

alkalmazva:

Ha most azt is feltételezziik, hogy egy elektromosan semleges molekularél van szo,
akkor 2Q;=0. Tovédbba ismét felhasznaljuk, hogy egy toltésrendszer momentuma

m = 21,Q;, és igy egy semleges toltésrendszer potencidlja az r pontban:

Lathato tehat, hogy a toltésrendszer ugyanolyan potencidlteret hoz 1étre mint egyetlen
p=m dipSlusmomentumui dipdlus. Vagyis ilyen alapon mindenfajta toltéseloszldssal

r [n

¢ - TIE P
rendelkez8 molekuldt batran helyettesithetiink egyetlen dipdlussal.
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