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1. Matematikai dsszefoglalo

Néhdany fiiggvény
Fuggetlen Fuggd valtozo Specialis Név PI.
valtozo feltételek
skalar skalar valos skalar y=f(x)
komplex
skalar vektor vektor-skalar r(t)
vektor skalar skalar-vektor d(r)
helyvektor skalartér
vektor vektor helyvektor vektortér E(r)
homogén linearis tenzor y=Ak
At
fiiggvény skaldr funkcional V= Jx (r)dt
fiiggvény fiiggvény operator )(f) = d (1)
) dt
Koordindtarendszerek
z Descartes:  P(Xp, Vp, Zp)
henger: P(r'p, §p. 2p)
, | p
v 1 gombi(polar): P(rp, ¢p, 6p)
0.y
Vp Helyvektor:
/ y
bp g 1
AN — Xp
XP 777777777 , OP = lp = yp = XPQX + yng + ZPQZ
Zp
Jobbsodrasu



Vektoralgebra

Szorzas skalarral, 6sszeadas, kivonas, nullvektor:

dx )\Clx ax T bx O
A@:A dy | = )\(ly , ?_li/_)z (lyib) , Q: 0
a: Aa: a:+b 0
A
(o]
b b
a a
skalarszorzat vektorialis szorzat
Skalar- vagy bels6 szorzat:
Q@:axbx+dyby+dzbz:abmosy , @DQZO < QDZ_?
ld =a= Nall = o+ g+ a?
Vektorialis szorzat:
axb=c¢ , c=abliny , axb=0<d|lb , axb==bxa , allaxb)=0
Ex  dx bx Clybz - Clzby
axb=\ey ay by|=|abx—axb:| , ax(bxc)=(ald)b—(alb)c
& dz bz Clxby - Clybx

A vektorialis szorzat nem kommutativ, az dsszeadasra nézve disztributiv és altalaban nem
asszociativ (ez utdbbira a harom ortogonalis vektor esete a kivétel).

Diadikus vagy kiils6 szorzat:

Clxbx Clxby (lxbz
a Ob = g = Clybx Clyby (lybz
Clsz Clzby Clzbz

Derivdldsok és integrdldsok

f(x)

Xy
. dy Ay
y=y dx

= f'(x,) = 11mA

f(x)

Xy

Ax X2 -

Jf(x)dv =lim Y /(x)Ax

Ax -0



Derivalt €s primitiv fuggvény:
F'(x)= f(x),  [f(x)dx=F(x)

Parcialis derivalt:

0F (x4, ¥y,2)) F(x, +Ax,y,,2,) = F (x4, ¥9,2))

v lm A
Derivalas €s integralas, mint vektor szorzdsa egy skalar operatorral:
_d_x_
d [yt
dedt dt
% J vadt
L dr |
Gradiens, mint skalar szorzasa egy vektor operatorral, a nablaval:
9 9¢
0x 0x
0 _ _| 00
(p(l) :(P(X,J’az) s nabla: 0O=|— ’ Dl]p_grad(p_ 5.
0y oy
9 99
| 0z | 0z
Divergencia, mint vektor skalarszorzata egy vektor operatorral, a nablaval:
E=Er . OE=dvg=22425, 00
ox 0y 0z
Rotécid, mint vektor vektorialis szorzata egy vektor operatorral, a nablaval:
Ex i Ex
- 0dx
DXE:rotE: ey i E,
0y
&z i E:
- 0z

A gradiens a skalartér novekedésének nagysagat €s iranyat adja meg, a divergencia a
vektortérben egy pontbol kiindulé vagy egy pontban 6sszefuté erdvonalak (forrasok ¢&s
nyeldk) mennyiségi jellemzoje, a rotacid pedig a vektortérben talalhaté hurkokat méri.

y
A (@szintvonalai

1 rotE

les

v

grad @ divE>0



A Laplace-operator skalar:

° o° 09 ) .
A=0° =—+—+— , Oe=divgrado ,

ax* a8y’ 0z’
O(0E)=grad divE =0°E+0Ox(O%E)
Rotacié divergencidja, gradiens rotacidja mindig nulla:
OQOxE)= divrot E=0 , Ox(OLp) = rot grad =0
Rotacidmentes vektortér eldallithatd, mint egy skalarpotencidl gradiense:
OxE=0 - E=-0
Divergenciamentes vektortér eléallithato, mint egy vektorpotencidl rotacidja:
OB=0 < B=0x4

E

Vonalintegral Feluleti integral Térfogati integral

Vonalintegral, zart gorbére vett vonalintegral:
Flis=lim 3 Filbs §Fmis

Asi - 0
K

A vonalintegral értéke altalaban nemcsak a kezdo- és végponttol, hanem az s gorbe alakjatol

i1s fugg, kivéve, ha az F er6tér konzervativ, azaz a rotacidja nulla, illetve F egy
skalarpotencial gradienseként eldallithato.

Feluleti integral, az er6térnek az adott feluletre vett fluxusa (a masodik a zart feliletre vett
integral):

[Ew4 . §EwA

Térfogati integral, skalar- €s vektortér egyarant integralhato:
[pav . [fav . ha dv =dxdyd:: j pdV = [ [ [ pdxdydz

14 v zZyXx
Gauss-Osztrogradszkij-tétel: Stokes-tétel:
dA
E
dA

ds
V E

fE@A=[OEV pEQs=[(OxE) 4
A vV s A



Tenzorok

A legaltalanosabb homogén linedris vektor-vektor fiiggvény a masodrendii tenzor, egy
elforgatas €s egy nyljtas ered6jét valositja meg;
=4k

A tenzor reprezentalhato egy matrixszal, a tenzori rend az indexek szama, amit az alahuzasok
szamaval jelolink, a tenzor dimenzidja a tér dimenzidja, 3:
dxx dxy dxz

A = | dyx dyy Qyz

dzx  dzy d:zz

Tenzori rend Név Jelolés Altalanos elem
0 skalar d
1 vektor v Vi
2 (masodrendl) tenzor A dij
3 harmadend{i tenzor l_=3 bijk
Miveletek:
szorzas skalarral: aH=C , =0l
gsszeadas, kivonas: é + 2 = g , ci=aijtbi
belsd szorzat: AB=C , = Z aitb i
kiilsd szorzat: A-B=C ,  Ciikl = aiibxi

A t6bbszoros bels6 szorzatndl annyi indexre kell 6sszegezni, ahdny ponttal jeloltik a szorzast.
Az Einstein-konvencid szerint nem irjak ki a szumma jelet, az azonosan jelolt indexekre, fenti
példankban 4-ra, automatikusan 6sszegeznek.

Skalarinvariansok:
Nyom: Spé = Tré = Z dii = dxx Y dyy + Az
o o 7
Uxx  dAxy dxz
Determinans: deté = |yx dyy dyz

Ao Az Az

Sajatértekek: Al = Nixi

A vektorinvariansok a sajatérték-egyenletben definialt sajatvektorok. Az invaridnsok értéke
fuggetlen a koordinatarendszer megvalasztasatol.

0 0 0 1 00
0={0 0 0/ , E=|0 1 0|=04s : Kronecker-delta
0 0 0 0 0 1

Szimmetrikus tenzor: aiy = @i, antiszimmetrikus tenzor: ai = —a;i

Szimmetrikus tenzorok sajatvektorai egymasra paronként merdlegesek (ortogonalisak), a
sajatvektorok altal kifeszitett koordinatarendszerben a szimmetrikus tenzor matrixa
diagonalis, a diagonalis elemek a sajatértékek.



Komplex algebra

I n . m
i=+-1 S=—i ==l ela=i ¢M=-1 e 'r=-
i
Euler-képlet: e®=cosd +isind
Z=a+bi Ref=a ImZ=b ‘¥=aq-bi Z=r® Z*¥=r "
Im
r=«/a2+b2=2|=z= z[3*
7777777 z b
b [gq):_
r
) a=rldos¢ H=rBind
a Re

Zix Za=(a +bi) 2 (a2 + b2i) = (ar £ a2) + (b £ b2)i
21k = (a + bii) Qa2 + b2i) = (waz = bib2) + (b2 + axbr)i

= rie®' e = rir2e’® ¢
2t _av+bi _ (a+hi)(a2=bai) _ (aaz+ bib2) + (axb — arb)i

Zy  ar+bai  (ax+bai)(az— bei) a; +b;
_ Tlel.q)l = iei-e
7’26“"2 )

ATy i01y a2 + b2i_ (Inri+idp1y(az + b2i) _  (a20nri=b2¢1) + (pra2 + b20nr1)i _
z17 = (ne™) =e =e =

az
_n i(p1az + b2lnr1)

b
e 201

InZ =In(re”®)=1Inr +i¢p
Ajanlott irodalom

Kozépiskolai fiiggvénytablazat

Obadovics: Matematika

Korn, Korn: Matematikai kézikonyv miiszakiaknak
Pachné, Frey: Vektor- €s tenzoranalizis

Feynmann: Mai fizika



2. Sztatika, munka, energia

2.1. Egy "magas" hengeres tartalyban M moltomegii, 7" hdmérsekletli gaz van, a tartaly "aljan"
a nyomas p,. A tartaly tengelyével parhuzamosan g er6sségli homogén gravitacios tér hat.
Adjuk meg a nyomast a "magassag" fiiggvényében!

A megoldas azon alapszik, hogy a z magassagban felvett vékony dz vastagsagl réteg
sulya hozzaadodik a folotte 1évo gazoszlop sulyahoz:

Za plz+dz)lA+mg = p(z)[H , pV =nRT , V =Adz
A mg Mng MgpAdz Mgp
dp = +dz) - = - = - = - = - d
— 4, 9P = P2 +dz) = p(2) = y RTA T
d—p:—%dz , lnp:—%2+C, C =Inp,
g p T RT
Mg,
p=pe™

Eredménytil a nevezetes barometrikus formulat kaptuk.

2.2, Hatarozzuk meg a foldi 1€gkor nyomasat a tengerszint feletti # magassag fliggvényében,
kozelitésként feltéve, hogy M és 7" allandd!

v=dwh . mg=yd" 2 =y, 0"
r (rp +h)

p(h+dh) 4 +mg = p(h)[H

d, M dh
@ y m, 5
p RT (r, +h)
In _ﬂﬁhﬂ pELEG —Ce%ymF’Fl”’
P RT P+ P
M1 ML M1 _L}
p(O) - p() - CleRT i , Cl - pOeRT b : p - poeRT mth 1w

Ha h<<r, kozelit6leg visszakapjuk az el6z6 feladat eredményét:

Mympg 14, M
RT 12 \1+h/z rr SN

P= e = pe




2.3. Két, 4 = 3 m magasan egymastol 2x, = 6 m tavol 1évo felfuggesztésre egy / = 8.98 m
hosszt, 4 = 10 kg/m tomegli lancot erdsitiink. Hatarozzuk meg a lanc alakjat! Meddig fog
belogni? Mekkora er6 ébred a felfiiggesztésekben?

F

o

A lancra a két felfiiggesztési ponton kivil nem hat killsd vizszintes irdnyu erd, ezért /-
mindeniitt ugyanannyi. Egy kis lancdarabot megvizsgalva azt talaljuk, hogy a lancban ¢bred6
fuggoleges iranyl eré novekmeénye éppen a lancdarab sulya:

F
F—y:lgG:y’ , F,=F 0" , dF =dml}

X

2
dF, = F Uy =ulg Wl = pg dx* +dy’ =g 1+(Z—yj dx
‘J x

A kapott hidnyos masodrendli differencialegyenletet helyettesitéssel szétvalaszthato
valtozdjura lehet visszavezetni:

=y, ki:% ’ %:kdx , arshp=kx+C, , p=sh(kx+C,)
x p

y = [ pdx :%ch(kx+Cl)+C2

A gorbe az y tengelyre szimmetrikus:

Hey) = eh(=lev, +C) +C, =

Hxp) = eh(hy, +C) +Cy =

%ch(—kxo+C1)—%ch(kx0+Cl):O 0 C =0

A lanc hossza:
Xg Xy 5 X 5 Xy 1
I= [dl= [\1+y?dx = [{1+sh®(kx)dx = [ch(hx)dx :[—sh(kx)}
X0 % =X -x; k
Ez egy egyenlet k-ra, amit sajnos numerikusan kell megoldani, az eredmény:
k=0.539 0O F, =182N 0O F,=440N

Xp

sh(kx,)

o

X

W) :%ch(kxo) +Co=h O C, = h—%ch(kxo) — _186m

I m
0) =
Q 0.539

ch0-1.86 m =0 , vagyis a lanc €ppen surolja a foldet.
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I m
0.539

A lelégé lanc alakja tehat koszinusz hiperbolikusz alaku, ezért hivjak ennek a fiiggvénynek a
grafikonjat lancgorbének.

y= ch(0.539-- ) - 1.86 m
m

2.4. Adott a @ = g [1 potencial. Szamitsuk ki a hozzatartozé G erdteret!
0

G=-Op=| 0 F=GUn
-

2.5. Adott az I erdtér. Létezik-e hozza potencial? Ha igen, szamitsuk ki!

ayz +2bx 0613“} ;; ax —ax
F =| axz+2by OxF= ax—a “l=lay—ay |=0
z X
axy+2bz 0F, OF, az —az
[ 0x 0y |

Tehat létezik potencial az erdtérhez, az alabbiakban meg fogjuk hatarozni. Ha egy
tobbvaltozos figgvényt integralunk az egyik valtozd szerint, igyelniink kell arra, hogy az
integracios allandé a tobbi valtozotol meég fiigghet:

F, = _g_([) O o= —J.dex = —axyz—bx2 +f.(y,2)+C,
X

9

F, = -(ﬁp 0 @=~[Fdy=-axyz=by’ + f,(x,2) +C,

FZ:‘S_(p 0 @=-[Fdz=~axyz=bz" + f,(x,) +C,
V4

A harom képlet 6sszevetésébdl megkapjuk a potencialt:
0= —aDcyz—b[ﬁxz + 37 +Zz)+C

2.6. A Hook-torvény szerint (els6, linearis kozelités) egy rugd altal kifejtett eré az x
megnyulas figgvényében: . = -kx. Mekkora munkat kell végezni / megnyulas eléréséhez?

l / !
F=-F W:‘[Fdx:J.kxdx:[lkxz} ~Lip
) ) 27 ], T2
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2.7. El kell dontentink, hogy két ij koziul melyikkel tudunk messzebbre 16ni. Az egyik
karakterisztikdja: 7, = -kx, a masiké F, = -k\x + k,x2, k = k; = 1000 N/m, &k, = 500 N/m2. A
nyil tomege m = 100 g, mi pedig legfeljebb /. = 500 N erdt tudunk kifejteni.

Fa F

<00 N | h=m=05m  Fy =kl =kl
A " ke, + k2 —4k,F
\\\\\\\\ 12: 1 Zk max _lm
Y \\\\ 2
\ \ \‘v »
05m 1 m X
|

h
= [ kexdx = Esz =125J

0

1 l
: 1 1 ] 1
= E';(klx—kzxz)dx = [Eklxz —Ekzxﬂ = E/clz; —gkzlj =333J

1 2
W=E, =+m w= 2 4, =50" oy, =827

2 m ’ s ’ s
Tehat a masodik ijjal tudunk messzebbre 16ni, ennek a kifeszitésébe nagyobb munkat tudunk
befektetni.
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3. Kinematika

3.1. Adott az a gyorsulas. Szamitsuk ki a sebességet €s a helyvektort az id6 fiiggvényében.

1 Vox +1m/ s
a=|2 m/s2 , y:J.gdt:yo+(_zt= voy+2m/szﬂ
3 VOZ+3m/s2H

| Ty, Vot +0.5m/s* (1

r= J.l’dl =ry+ Yl +EQZ‘2 =\ Ty Tt +1.0m/s2 @’
2 2

1, vt +1.5m/s*

Kihasznaltuk, hogy a gyorsulas allando.

3.2. Egy test a t=0 pillanatban az r, = (4 m, 4 m, 4 m) ponton halad keresztil, sebessége az
1d6 fuggvényében v = (-9 ms! sin 3 s'lt, 6 ms!-cos 3 s°lt, -10 ms2 ). Irjuk fel a palyat (1(t)) €s
a gyorsulast (a(t))!

—27ﬂ,cos3lz Im+3m @os3lt
A\ S K
a=vy= —18ﬁzsm3lz r= [t = A +2mEin3L
S S S
-102 4m-521
L s i s |

3.3. Sik terepen v, kezddsebességgel elhajitunk egy testet a talajszintrol. Milyen szogben kell
inditani, hogy a legmesszebbre szalljon?

_ 2v,,

g

5
2

2v _. Ve L
x r=v, [@= ==Y @Einacosa = -2 [Ein 20
Vox r g g g

r maximalis, ha i sin2a =1 0 2a=90° 0O o =45°
di(sin20() =2cos2a =0 /
a

2V02 va

3.4. A kertész a talajtol mért z, = 1,2 m magassagban tartja az 6nt6z6cs6 végeét, a viz kifolyasi
sebessége v, = 10 m/s. Sik terepen mekkora sugaru korben tud locsolni, ha a csé végét 35, 40,
41,42, 43, 45, 50°-0s szogben tartja a vizszinteshez képest (g = 9,81 m/s2)?

2
z _ _ Vo, _ 5 _ |2z
4 l‘l—gZ, Zmax_ZO+2;_Eg[27 I, = %
] Voz y,sina |2z, vl sin’d
5 B r=v,, Wt +t,) :VOCOSCX[ 0 . + gO + -2 =
T

»
»

X

r =10m@osa (1,019sina ++/0,2446 +1,039sin’a |
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o [°] 35 40 41 42 43 45 50

r[m] 11.06 11.31 11.32 11.33 11.32 11.28 10.96

Derivalassal bonyodalmas lenne a maximumkeresés, a numerikus adatokbdl viszont
egyszertien megallapithatd, hogy 42°-0os szogben célszer(i tartani a csd végét, ha a lehetd
legmesszebbre akarunk locsolni.

3.5. Igazoljuk, hogy egyenletes kormozgas eseténa =- wPr ésv [r!

Ya 7 COS G —resin Wt —r®” cos Wt
r=|rsinw¥| v=7F=| rocosw¥ | a=v=¥=| —rw’sinox
0 0 0
2 . bl . 0
r 3 = —r’wcos wx sin ¢ + r2wsin wrcos wt =0 w=lo
VEWXr -
W

Itt a gyorsulds kizarolag a sebesség irdnyanak a megvaltozasabdl szarmazik, a neve
centripetalis gyorsulas.

3.6. Egy mozdony kerekének peremén festékkel megjeléliink egy pontot. Irjuk fel a palyajat,
sebességét €s gyorsulasat, ha a mozdony egyenes palyan, egyenletes v sebességgel halad,
kerekének sugara pedig r !

vt —rsin ¢
\ . w=—  00'=|0] OP=| 0
X | r —7COS Wt
> x
vt — rsin ¥ — rCOos Wt r@’ sin o
K:_P:w+72 0 V= 0 a= 0
r = rcosut resin 6 re’ cos Wt

A palyagorbe neve ciklois. A ¢ = k210w idopillanatokban z = 0 és v = 0, vagyis amikor a pont
a sint érinti, pillanatnyilag nyugalomban van. Ebbdl kovetkezik, hogy a kerekeken gordild
jarmiivek kereke ¢s a talaj (palya) kozott tapadasi surlodas van.

Térbeli mozgas esetén a palygérbe minden egyes pontjahoz egy kisérd triadot
rendelhetiink, ez hdrom egységvektor, t (érintd), n (fénormalis) és b (binormalis), amelyek
ebben a sorrendben jobbsodrasu ortogondlis rendszert alkotnak. Ha a gorbét lokalisan
korivvel kozelitjiik, akkor t érintéiranyu, n sugdriranyban kifelé mutat, b pedig merdleges a
koriv sikjara. A gorbiileti sugar n irdnyu, nagysaga R. A gyorsulds mindig felbonthato két
komponens, a tangencialis €s a centripetalis gyorsulds dsszegére, elobbi t, utdébbi -n irdnyu.

t 3
b r=% b:_m n=bxt R=—_"
. v [vxdl iy

=

£(t) A=+
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Egyenesvonal(i mozgas esetén v x a = 0, sikmozgas esetén v x a = b f(t), a sik egyenlete pedig
(-1,)b =0 (b allando).

3.7. Igazoljuk, hogy egyenletes kormozgas esetén a kertleti sebesség allando, és a gorbuleti
sugar a kor sugara!
— \/ 2,2 2 2.2 2 -
V=AW SinT W + 77w cos” W = rw = const.
3 v3 v2 r2w2
R=—— _ =— =__ = >
| vXal vid a rw

=-r

3.8. Igazoljuk, hogy ha a gyorsulas allandd, a mozgas mindig sikmozgas!
y=y,td@  yXa=y,Xataxa =y, *Xa=const.
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4. A mozgasegyenlet megoldasai

4.1. Homogen magneses térben a ¢ = 0 pillanatban az r, pontbol v, sebességgel elindul egy
elektron (tomege m, toltése -e). Irjuk le a mozgasat! A koordinatarendszert ugy valasztottuk
meg, hogy:

z

A N '
TB R R 0 0 my
\ r,=0 Yo = | Vou B=0 R =—2
eB
0 Vs B
/ A mozgasegyenlet (kis gyorsulasok esetén jo
——>y kozelitéssel):
‘Sl F=-cGxB=m
X
e, v, 0 v,B F.=-ev,B=ma,
yxB=le, v, 0|=|-vB F, = evB=ma,
e, v, B 0 F= 0 =ma, a =0
dv, _ _eB
it m dv, __eB dv, __IB
v, _ eB > m dt m
dt m "
A megoldast keressik v, = A4 sin(wx + ¢) alakban, ahol 4 és ¢ integracios allandok:
2 2
—Aoozsin(oot+¢):—e€ Asin(ax +¢) O :ﬁ, MRSy L
m m W

_ omodv,

m f—
v, B s = —e—BAoocos(oot +¢)=—-Acos(wxt +¢)

1=0: v, >00 420, v, =00 ¢6=0, v, =vy 0 A==y, a, =00 v, =, =const.

Yoi .
—Lcoswr + x,

—V,, Sin Wr J —V,,(0COS Wf )
v . Vor .
v=| v, COSWX a=-==| =y, Wsin £=Jydt= —Lsinox + y,
¢ w
Vo2 0 Vool +z,

t=0: x=R'"=R'coswx+x,0 x,=0, y=00 »,=0, z=00 2026

R'cosox —R' wsin ot -R'w’ coswxr
r=| R'sinoxt v=| R'wcoswx a=|-R'w’sinwr
v()ZZ v()z O

A palya hélix alakl, a sebesség abszolut értéke allando, a mozgas vetiilete az xy sikra
egyenletes kormozgas:

vy = \/v(fl Sin’ Q¥ + vy, COS” WX =v,, =const. v =4/ve, +V5, =const.
vOa: v = vy R' W’ sinwrcos wt = vy, R'w’ coswrsinax +0=00 ¢, =0, g, = v,,w=R'W’
A gorbiileti sugar:
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3 3 3 2

2

Voi

2 . 2 2
R v v — v _ym _my,, Eym + v, “ RO+ Voo
2
e e eBy eB v
—vx(va)| —vh,, [B W 01
- T m

v x4

m

Ha a magneses tér nem homogén, akkor a szamitas nem ilyen
egyszerli, de az eredmény hasonlo: a toltott részecskék
csavarvonalban mozognak a magneses tér erdvonalai koril. A
Fold magneses tere a Van Allen-6vezetben csapdaba ejti a
vilaglirbdl érkezoé korpuszkularis sugarzast, és a sarkvidékeken
vezeti be a 1égkorbe. Ez okozza a sarki fényt.

4.2. Egy m = 0.1 kg tomegl testet £ = 90 N/m dallanddju rugdra fiiggesztink. A + = 0
pillanatban az egyensulyi helyzethez képest x(0) = 0.01 m -rel lejjebb hiizzuk, majd nyugalmi
helyzetbél elengedjiik. Irjuk le a mozgasat! A rugd tomegét és a surlodasokat
elhanyagolhatjuk.

F =ma

—kx =ml¥

i 5é+%x=0
m | Lo

Az altalanos megoldast keressik x = A4 -cos(wy + ¢) alakban, ahol 4 és ¢ integracids
allandok:

-A (,of, cos(w,t +¢)+—[Hcos(w,t +¢) =0 O W, = \/E = 301
m m S
c(0) =0,01m = A[dos(0 + A=0.01
VO0)=0,00m = Alos(O+ )| " v, =2 = 47712
x(0)=0= -4w, sin(0+9) ¢=0 21

A mozgast konkrétan leiro partikuldris megoldas tehat:

x=0.01lm ELOS3011‘
S

4.3. Oldjuk meg az eldbbi feladatot ugy, hogy vegyiik figyelembe a surlédast. Tegyik fel,
hogy a rugd belsé surlodasabol és a kozegellenallasbdl szarmazo fékezderd aranyos a
pillanatnyi sebességgel, az aranyossagi tényezé (3. Mekkora 7, id6 alatt csillapul a kezdeti
kitérés 1 mm ala, ha a) 3 = 0.600 Ns/m; b) 3 = 6.00 Ns/m; c¢) B = 60.0 Ns/m?

F =ma
—kx —Bx =mlX
B

" .k
X+—x+—x=0
m m

Keressiink partikularis megoldasokat eM alakban!
)\2 @)\t +E|]\|})\l+£|})\t :0 /:e)\t
m m
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2
)\2+ED\+£:0 0 )\12:_1_ Bo_ﬁ
m m ' 2m dm~ m
a) B:0-6& 7\1’22—31129.8il=—rii(.oc
m S S

Az altalanos megoldast ket partikularis megoldas linearis kombinaciojaval allithatjuk el6:
x = Kl [Tt K2 [0t = (Klezw,;l +Kze—lw£l) = [(Kl + KZ)COS W, +

+i(K, —K,)sinw,t]=e™ (K;cosw,.t + K, sinw, 1) = A,e™" cos(w,t+§,)

A kezedeti feltételekbol 4, = 0.01 m, ¢, = 0, a mozgast leird partikularis megoldas:
1

v =0.01mE > B0s29.817
.

t t
| " | T
csillapitatlan rezgdmozgas csillapitott rezgdmozgas
3l
0.0lmz * =0.00lm  / In
) 4
—31t1 =In0.1=-In10 O ¢ = hl% =0.768s _2m 0.211s 7‘ =3.64
s

4

Tehat a kezdeti amplitido kb. 4 lengés alatt csillapul a tizedére.

by B =6& =vdkm A ,=-r= —\/E =-w, = —30l
m m s

Ez az un. aperiodikus hatareset, ilyenkor az altalanos megoldas alakja:

x=Ke"+K,te" x=-Kre"+K,e" - Krte™
A kezdeti feltételekbdl a partikularis megoldas:
x(0)=0.0lm =K’ K, =0.01m
=3 1[ =301
$(0)=0= —K,re* + K¢’ K, =Kr=032 x=0.01m = +0.32@e

K kS
Az x(¢,) = 0.001 m egyenletet csak numerikusan lehet megoldani, az eredmény #, = 0.130 s.

c) [3260& >\1:—r:—1.50l >\2:—598.5l x =K+ K,
m S S

x(0)=0.0lm =K, +K, K=-Ng k=20 _o0im Kk =—251m05 "
1 2 2 )\ 1 1 A 2 g
) ™M
$0)=0=-KA, +K,\, ’ l A,
_1s0! _s9851
x=0.0lme f =2.51m0° Mg f =1.54s

S

B [Ns/m]|0.01| 0.6 6 60 | 100
t; [s] 46.1| 0.7680.130( 1.54 |2.56
lengések 220 | 4 - - -

Tétel: a lengések az aperiodikus hatdresetnél csillapodnak a leggyorsabban, r itt a
legnagyobb.

Bizonyitas: az allitas a 3 < v4/km tartomanyban trivialis, ha viszont B >+/4km , akkor

£>—'4k7n: ﬁ B_2>£ B_2_£>0
2m  2m m’ 4am* m  Ndm® m



4.4. A 4.3. a) példaban szerepld testre I, = Fycoswy s kényszererd hat. Irjuk le a mozgasat (F,
= 1N, w, =50 s)! A kezdeti feltételek a 4.2. példa szerintiek. Mikortol valik a tranziens tag
amplitidoja kisebbé, mint a stacionarius tag amplituddjanak tizede?

F=ma
—kx —Bx + F,cosw,t = mx
N CR F,
X+—x+—x=—CosW,!
m m m

Keressiink partikularis megoldast x = A, cos(w,t—¢) alakban:
2 . F

-A,w; cos(w, 1 —¢)— EookAk sin(w,t—¢) + ﬁAk cos(w, 1= ¢) =—cosw, ¢
m m m

B

- A4, w; (cosw, rcosd +sinw, rsin §) — 4, w, —(sinw,7cosp —cosw, 7sin ) +
m

k : : F
— A, (cosw, tcosd +sinw, rsin ) =—cosw, ¢
m

m
teh4
. k
-A,w;cosh +A4,w Esm +—A4, cosP)cosw, ? +
k¥Yk kYk m m k k
. k . . F
—A,w;sind — 4, w Ecos +—A, sind)sinw, =—2cosw, “ “
kYk kYk k k k
m m m
: k . 1 1800 fisisuaris
_Akwi Sll’lq) _Akwk S/lcosd) +%Ak sm¢ =0 ' 180° fazisugras
-4, cosh + 4,w Esincl) +£A cosh =2
kYk kk k -
m m m
Q8
B B
k k
g = ==, 1gd| - ¢ |
7_(02 000 _wk 1180° fazisugras
k
m Ay 1B=0
F, Fy
4 = mcos ¢ _ mcos v
* k 2 B 2 2 B
— - +—rgp by, |0 — 0 +—rg¢ Lbo, h
m m m B=0 >
W, 08

Az éltalanos megoldast a homogén egyenlet altalanos megoldasabdl €s a fenti partikularis
megoldasbol kapjuk:
x=A,e" cos(wt+¢,)+ A, cos(w,1—¢d)

tranziens stacionarius
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5057 0.6 Nsm ™
0.1kg
1et = =-0.1875 =0.1853 (=10°
4% = 50057~ 25005 ¢ (=10%)
IN

4, = 0.1kg m'98296N _ =6.14007 m

90057 = 25005 =505 o [0.1875

0.1kg

x(0) =4, =4, cos¢, +A4, cos(-9)
. (O) = O = _rAn Cosq)tr - wﬂAlr Sin(pn _kak Sin(_(l))

I r4,cos¢, +w.A4,sind, =w,4,sind
II: A,cosd, =A,— A, cosd
I/1I: o ted, _ WA sing
A, — A, cosP
teb =-0.1184 ¢ =-01179 A =0"ACOS® _y 651503,
cos¢,,

Tehat a kezdeti feltételeket is kielégitd partikularis megoldas:
5!
x=4.0000"mle K Eos(29.8lz —-0.1179) +6.14 00 m Eos(SOlz —0.1853)
s s

A tranziens rezgés amplitudoja akkor valik kisebbé, mint a stacionarius tag amplitudojanak

tizede, amikor
1 4.00
t,2=In
3 0.106.14

§=0.625s5 .
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5. Pontrendszerek, kényszerek, iitkozések

5.1. Egy m, és egy m, tomegu test surlodasmentes alatamasztason elhanyagolhatd tomegt, &
allandgju rugoval van osszekotve. A tomegeket széthuzzuk, majd elengedjik gy, hogy a
tomegkozéppont nyugalomban marad. Irjuk le a testek mozgasat!

A koordinatarendszer origdjat vegyik fel a tomegkozéppontban, a nyugalmi
koordinatakat jeloljuk O indexszel:

N ¢ . X, —x, =1
my m,
Hook: F'=kA«(/-1,) Newton IIL.: /7, = I Ihy=-r
Newton IL: F =m5, (1)
F=m, 2)

m, m,

—F(L+ 1 )z ¥, -% =1 (2)-(1)

m, +m d’
—k— 2(-1)=—(I-1
v (1=4)=—50-1)
Ilyen egyenletet mar egyszer megoldottunk, ez volt a harmonikus rezgdmozgas egyenlete. A
megoldast kozvetlentl felirhatjuk az x o /-/,, m - [ helyettesitéssel, ahol p a redukalt
tomeg:
_omm, _ |k
M=—— Wy =.[—
my +m, H

5.2. Szamitsuk ki a kémiai kotések erdallandoit az észlelt IR rezgési hullamszamokbdl!

EA
Kotés  v* [em!]] W [u] k [N/m]
H-F 3961 0950 879
H-CI 2886 0.972 478
> . H-Br 2558 0.988 382
H—I 2230 0.992 291
C=0: 2143 6.857 1858
N=O: 1877 7.467 1552
v 1 =P\ A 0= 2TV = 2115 = 210y
A A

k =pw* =1.66 mo v ke g MMy 3 00° ﬂdmf v
u M, +M, s lm
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5.3. Allapitsuk meg egyes rendszerek szabadsagi fokait!

Rendszer Szabadsagi Példak
fokok szama

[ 3 Vo Vo V,

3n V., V.,V

xi> Yvi> Yzi
Ve Vys ¥, W, W, O,
He, Ne, Ar, Kr, Xe

H,, N,, O,, HF, HCI, CO,, HC=CH, ...
H,0, NH,, CH,, ...

.
(o) RV, BRVS BN

[ ]
/
[ ]
I8
[ ]
AN
[ ]
3

CH,CH,

5.4. Egy nagy kiterjedésii sik lejtd a szoget zar be a vizszintessel. Az es€svonal mentén folfelé

v, kezdosebességgel elinditunk egy testet. Mennyi id6 mulva érkezik vissza, ha a surlddas
elhanyagolhat6?
AZ

y F,, = mg-cosa
. — 2V0
F, = mg sina l=——o
A > x gsina
F.=0

A 7'y' sikban a "hajitdsok" hasonloan zajlanak le, mint a zy sikban, az a kiilonbség, hogy a
"nehézségi gyorsulds" nem g, hanem g -sinQ.

5.5. Az abran harom, kényszerekkel osszekapcsolt tomegpont lathato (a kotelek €s a csigak
tomege, valamint a sirlodas elhanyagolhato). Hatarozzuk meg a gyorsuldst, ha m; = 1 kg, m,
=10 kg, m; =2 kg és g = 9.81 m/s?!

<&

Fy m, F
3 my 0 - -
2 1y F-mg=ma

®\| | _I I’O F,-F =ma
F3T TFI

T myg —F, =mya
la m, a
I

ms
msgl o omy—my Fo=m Ug+a)
g=——3 "

m, +m, +m, Fy=m;Ug—a)

Figyelembe vettik, hogy a csiga megvaltoztatja az erd iranyat, de a kotélben végig
ugyanakkora erd hat, a 2-es test sulyat tartja az asztal, végiil az egész rendszer gyorsuldsa
ugyanaz. a = 0.75 m/s?, I, = 10.6 N, /; = 18.1 N.
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5.6. Egy x tengely mentén haladé m, tomegl golyd surlddasmentesen €s tokéletesen
rugalmasan nekiitkozik egy m, tomegli, az origdban nyugvo masik golyonak. Az utkozési
normalis O szoget zar be az x tengellyel. Mi lesz a golydk sebessége az titkozés utan?

yA _ . .
\ n I, =1,+1; I =adllandd
R u - - _
2, | : Flln O [Fdi=al, =-AL,
R " ‘ .
v, =0 \ Uy = V)5 =0 Uy = vy = sina
u, utkozési normalis Vi, =V cosa
| - . _ , _m
Impulzus niranyban:  myv, cosd = myu,, + myu,, O  w,, =—(v,cosd —u,,)
: 2 _ 2 2 2 2 "
Energia: myvy = my(u, +v; sin” a) + m,u;,
2 2 2
. m 2m m
my, = mu;, +my; sin® o +—-v’ cos’ o ——Lv, cosa &, +—u;,
m, m, m,
m 2m} m
2 2 2 —_
—(m, +m,)u, ——=v, cosa [y, +—(m, —m,)v; cos’a =0
m, m, m,
(m, +m,)u, —2myv, cosd [k, +(m, —m,)v; cos” o =0
2myv, cosa * \/4m12v12 cos® o —4(m} —m;)v} cos’
uln =
2(my +my)
+m =y cosd elotti
— 1 2 i
th, = v cosd EjLJr < — . itkozés
m, +m, =y, cosQ oA = utant
m +m,
u,, = v,cosa - =m 2
m, m, + m, =y, cosa Gil utani
m; +m,

Ha a = 0, akkor az tutkozés centralis. Tovabbi specialis eset, ha m; = m,. Azonos tomegek
centralis Utkozésekor sebesség-, impulzus- €s energiacsere torténik. Nem centralis titkozéskor
az energia még azonos tomegek esetén is megoszlik a két test kozott, ezen alapszik az
ekviparticio-tétel.

Ajanlott irodalom

Fizikai kézikonyv miiszakiaknak
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6. Mereyv test, tomegkozéppont, tehetetlenségi nyomaték, forgasok

A tomegkozéppont szamitdsa diszkrét ponthalmaz ill.
esetére:

J.p[dV
m;r; v
rg = =

s~ zmi Is J-pdV

Vv

folytonos tomegeloszlas

6.1. Szamitsuk ki a vizmolekula tomegkozéppontjat! A kotéshossz 95.8 pm, a kotésszog

104.45°.

16 b X, =0, x, =-aBinY, x, =aBin<

/<r>\a= 95.8 pm a q 2 2

le o1 = - = =

o = 104.45° 2 3 X N amosz’ Y, =53 =0

_l6r, +r,+r, | O
fes ="~ —  — pm
18 52.2

6.2. Szamitsuk ki az ammoniamolekula tomegkozéppontjat! A kotéshossz ¢ = 100.8 pm, a

kotésszog a = 107.3°,

) . a
my =14, my =my =m, =1, h=2L4[8in =
: ) 2
) a/ 8 b4
B b\4‘\03 § xl_y1:V2222223:Z4:0 :_bil:%
y3 2= y4 27 1 5 3 3 2
0
Fg = il ST £ & =l 0 |[pm
17
30.5

6.3. Szamitsuk ki a metanmolekula tomegkozéppontjat! A kotéshossz @ = 109.1 pm, a

kotésszog a = 109°28'.

z
4 m, =12,
24 y a a
/|

S—, " L~ H N
3 4

a-cosa/2

B . cos(180°—=a) _ .0y m
180°-0 B =arcsin——— = =35°15

a
COS —

m, =m,; =m, =ms =1
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—-asin(180°-a)
0
—acos(180°—a)

)Z4:

a
acoszcosB

. a
—asSim-—

—acos(180°—a)

a
acosEcosB

. a
asin—
2

—acos(180°—-a)

,o= 12r 1y +ry+r, +rg
¢ =
16

1

6.4. Szamitsuk ki egy homogén anyagbol késziilt egyenes kip tomegkozéppontjat!

0 m 2 2
5 rer| |l 2
JpE'EFZz Tdz pz[z“} orrme
0 4 1 _ 4 _3
ZS = m 2 b m _Zm
J'p%ZZmZ pr 7}{123} p%mr‘n
" s m m- 3
v

A forgdmozgas targyalasahoz eldszor tekintsik at a szogelfordulas, szogsebesseég,
szoggyorsulas, sebesség €s gyorsulas kapcsolatat:

d

dr=d vin, dr=dpxr w=SL p=t2

dlr dZD_ dr
X:_)r+lYDZ + —€,—+Qx£

dt dt dt

2
Qzér—df”fwxzrd{l+I3><r_+@><(§,ﬂ+@><z)
dt — dt

Gombmozgas esetén r allando:
vEWXr,  a=Bxr+wx(wxr)
Ha egy merev test gombmozgast végez egy C pont koriil, akkor a C pontra vonatkozo wés 3 a

merev test minden pontjara ugyanaz, r.p idoben allando. A merev test altalanos mozgasa a C
pont transzlacioja és a C pont koriili rotacio ereddjekent irhato le:

Tp =Trc¥rep
Vp = Ve ¥Vep TV TWXTep
dp =dc tPXrep TWX(WXrep)
Ie
A merev test transzlacigjanak impulzusa:
I=[py,dV =mb,
)

A C pontra vonatkoz6 impulzusnyomaték:
L.= Iplcp xy,dV = Jplcp X(ve + QX7 )dV =
v v

= JpKCPdV XVe +_|-pfcp X(WXrep)dV =mlieg Xy +Jp(£rgp ~Icpolep)dV D
v v v
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Az atalakitasokkal az volt a célunk, hogy a test geometriai jellemzoéit elvalasszuk a mozgas
jellemzgitél. Az utolsd 1épésben kihasznaltuk a kifejtési tételt és a kapott képletet a
komponensekkel bizonyitjuk:

rzwx -(r.w, + rw, + 7w, )r,
rx(Wxr) =r'w=-(r)r=| r'o, -(rw, +nw, +rw.)r, |=

rrw, —(rw, +r,w, +nw,)r,

rzcox -(r,r.w, + r.r,m, + r.rw,)
rw, = (nnw, +rne, e, | = Em = (rer) W
rzooz -(rr.w, + rr,w, + rrw,)
A kijelolt térfogati integral a merev test jellemzdje, a neve tehetetlenségi tenzor:
9. = _[P(Qép ~Iepolep)dV
v

A C pontra vonatkoz6 impulzusnyomaték tehat:
Lo =mrqg Xve +C;)C [éo

Specialis esetek:
Z¢rus transzlacio: ve =0 Szabad forgas: C=S

L.= L, =0,
A definiciobol kovetkezik, hogy a tehetetlenségi tenzor szimmetrikus, ezért sajatvektorai
ortogonalisak. A merev test Un. fotehetetlenségi tengelyei egymast a tomegkozéppontban
metszik, iranyaikat a sajatvektorok adjak. A sajatértékek a fotehetetlenségi tengelyekre
vonatkozo tehetetlenségi nyomatékok. Az impulzusnyomaték nem parhuzamos a
szogsebességgel, kivéve, ha a forgastengely parhuzamos valamelyik tehetetlenségi tengellyel.

O]

=C —

6.5. Szamitsuk ki néhany kétatomos elemmolekula tehetetlenségi tenzorat az dbra szerinti
koordinatarendszerben! (1 u= 1.6605655 -10-27 kg)

- -
. 00
2 4 4
O’ rlz_rz =—, Iior =r,or, = 0 0 0,
0 0 0 0
0 O 0 00 0]
2 2 a’ ) m )
Ex’ =rier,=Enr —ryor, =10 T 0 |, QZZMZ-(QE —r;°or; =3 0 a 0
a* 0 0 &
0O 0 — -
L 4 |
A sajatiranyok: X, y,z A sajatértékek: ©, =0, ©, =0, :% &
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Molekula a m ©,=0,
[pm] [u] [10-48 kgm?]

H, 74.611 1.007825 46582
D, 74.164 2.0140 9.1975
N, 109.75 14.003074 140.04
0, 120.8 15.994915 193.8
F, 141.7 18.998403 316.7
35Cl, 198.8 34.968852 1147
37Cl, 198.8 36.965903 1213
Br, 229.0 78.918336 3436
81Br, 229.0 80.916289 3523
I, 266.2 126.904473 7467

6.6. Szamitsuk ki az abran lathato m tomegli, homogén p sirliségli téglatest tehetetlenségi
tenzorat az origdra vonatkoztatva!

Z‘: C;)Ij(grz —ror)pdV m = abcp
V ¢ boa
2 2 2
C 2 2 2
« L e 24
s 3 yx+zx|?  pdydz = (ay* +az’)pdydz =
b Zi; y!_g 2 Zi; y;[_’;
£ b €
2 5 2 3 3 s 3 3
e L
7= 2 == 2
2%(/92 +c2) L O),); 211)%((12 +c2a) o, :%(612 +b2)
2 2 2 2 2 2 5
©,=0,= J. J J(—xy)pdxdydz =- _[ J. |:362 y}z_ adydz =0

3]
1
I

[SS Y

[CRE-~Y

=

1

|
[SHRS3

[ 5]

[SRES
SR

I=——y=-—x

©.=06,=0 ©,=0,=0
Osszefoglalva, a tehetetlenségi tenzor, a sajatértékek és a sajatvektorok:

P+t 0 0
©="1 0 e 0 | Wy =0,
0 0 da+p

) 0 0
@1 :ﬂ(bz +62)’ W, = 0 ’ G)2 :ﬂ(az +CZ)’ W, =W}, @3 :ﬂ(az +b2)’ 0, = 0
0 0 w
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Fontos specialis eset a rogzitett tengely koruli forgas. A z tengelyt vegyik fel a
forgastengelyen, ekkor:

’ C = 0 OXZwZ
v =0 L:Q+C;)@: G)yzu)z L =0 _w,
O G)_'/'Z(*)Z
o v 97| e.=[uleypdr = [ pav
(A)Z v v

A merev testre hato kiilsé erdk ereddéje megszabja a tomegkozéppont gyorsulasat €s
egyenld az impulzus iddderivaltjaval:

E=[ fav = [oatt” =ma; =4

A kilso forgatonyomatékok ereddje:
M. = _[r;cp x fdv = J”_CP Xa,pdV = J.ECP X(de +BXrep TWX(WX71ep))pdV =
Vv 14 14
=mreg Xde +O [@JFQX(QC [do)
Az utolso tag integralasanal figyelembe vettik, hogy:
rx(Wx(Wxr)) =Wx(rx(wWxr))
rx(@x(wxr) =r*x(WRHw-w'r) =(Wkrxw

WX (rx(Wxr)) =wx(r’w=(r)r) = ~(rB)wxr =(QE)rxw
Masrészrél az impulzusnyomaték 1d6 szerinti derivaltja:

Lo = [r0p %00V = [(@% 1) X3,V + [ren Xa,PdV = m(@Xres) X1 + M.
v I Vv

A forgasokra vonatkozd mozgasegyenlet nemlinearis (w-ban masodfoku), ezért altalanos
esetben a megoldasa nem konnyl. Ha rogzitett tengelyll forgds esetén a forgastengely nem
esik egybe valamelyik tehetetlenségi tengellyel, a csapagyakban erék ébrednek (A
kifejezésében az elsd ¢s harmadik tag). Mindez alapvetd a centrifugak tzembiztos
miukodtetése szempontjabdl. Egyenletes szabad forgas (M. = 0, rog = 0, B = 0) csak
valamelyik fOtehetetlenségi tengely korul Ilehetséges. A legkisebb és a legnagyobb
tehetetlenségi nyomatékhoz tartozo tengely koriil a forgas stabil, a k6zéps6hoz tartozo koril
instabil (1. giroszkdp ill. bukdacsolva repiilé szabalytalan alaku targyak).

6.7. A precessziora az alabbi kozelitd egyenlet €rvényes, feltéve, hogy a precessziobol
szarmazo impulzusnyomaték lényegesen kisebb a teljes impulzusnyomatéknal:

M=w, XL

—_— —pr —

Ertelmezziik a tételt egy bugdcsigara és fejezziik ki a precesszié szogsebességét!
w T
3{ % M =mghg sina =, [Bw$ina

_ mghy

a —
hS wl” G)(.l)
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7. Elektrodinamika
A Maxwell-egyenletek:
Alapegyenletek: Lorentz-er6: Anyagi egyenletek:
0m=p Oxg=-22 F=Q(E+yxB) D=tk
ot J=0E
OB =0 ng:j+aa—2 J=PE+jxB B=pH
- !

7.1. Szamitsuk ki egy ponttoltés elektrosztatikus terét homogén izotrdp szigeteldé kozegben!
Adjuk meg a potencidlt is!

Alapfeltevésiink, hogy az elektrosztatikus tér ggmbszimmetrikus lesz, a Gauss-tételhez
zart feliletként egy gombot vesziink fel:

ED D=¢eL 4r°’mD = Q Coulomb:
Dm:p D_LEQ F=0'E=
B 411'[ r? _QI_Q'
A QWA:J.[DC[V :H% :m%@,
: é 17" _ 0 (1 1
Uy =0(A)-@(B) = Edr:[—[-l—} :_[E___j
AB -[ e r |, 4me \r, r
1 DQ 1
=0 =—— E=-0¢p=—[&[2
®):=0 @ 4Te r T ¢ 4me 2 7

7.2. Egy R sugaru vezetd gombre Q toltést viszink fel. Szamitsuk ki a terét homogén izotrdp
kozegben, adjuk meg a potencialt is!
A vezetdn a toltés egyenletesen oszlik el, a tér gombszimmetrikus:

Q ¢ED Ha r<R, D=E=0 ? 4\ ponttoltés
(F en 0l
41 1 vezetd gomb

§DwA= [pav =i
A 14
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7.3. Szamitsuk ki egy dipdlus terét a dipélustol nagy tavolsagra 1évé A és B pontokban!
Q 4 -Q A

v r

r F>>d @
e

AZID_Q2+1D+Q2:1BQT _12+ : |
41E d 41 d 4TE 1 d d d d
r=— r+ ==+ — 1+—+
2 2 r dr r 4r
2 2
LA A @)1
41E 7 r 4r r dr 2TE 1
d 3
J— 2 E
E,=anlg @ g 2 L A LI, 3 Lfd, 4
aTMe , d’ 42 4TE 77 d r J2 41E 7 4r°
r + — r2+ 1 72 1+7
4 4r 4r*
_ 1 d
4me /°

7.4. Mekkora erd 1ép fel az 4dbra szerinti elrendezésben a két dipdlus kozott?

Q 4 Q ) Q 4 Q
B _0%d -1 1 _0d -1
F=rQ-EQ=50 T av | 2mer 3d 3 4
_a a =24 g2e 4
(7 2) (”2) 2 4rt 8

2

1 0%d 3d . 3d)_ -3 éQd)

2 5| T 3[6_1__4-1__)__ 4

l+ﬁ+%+d— 2TEr 2r 2r 2T 1
2r 4r* 877

7.5. Végtelen hosszii egyenes vezeton hosszegységenként ¢ toltés van. Milyen az
elektrosztatikus tér?

o a g=2 §pwd=[pav  DRrmO=q0
A \lJ di / !
/
1 1 7 q T q (T
p=—0, E=—0, v, =[Er=-L12 ¢r)=0, g=—Lm>
PALN 2TE 1 . '[ ’ AL o) ¢ 2Te 7
A tér hengerszimmetrikus. Ebben az esetben nem oldhaté meg, hogy @) = 0 legyen.




7.6. Végtelen kiterjedésti vezetd siklemezen feliiletegységenként ¢ toltés van. Milyen az
elektrosztatikus tér?
A siklemezre meroleges homogén tér alakul ki:

I
E=—10
2¢

Q= —Jde =@, —%x

7.7. A sikkondenzatorban két parhuzamos fémlemezen azonos nagysagu, de ellentétes elojela
toltés talalhatd. Hatdrozzuk meg az elektrosztatikus teret, és vezessink le képletet a
kapacitasra!

A szamitast 1ényegesen leegyszertsiti, ha a véges méreti lemezeket végtelen

siklemezként kozelitjuk:
1 1

+q -q L I1II; E :2—861_56]:0
I I1I I E:Lq.qu:fq_l@
A 2¢e” 2 ¢ g A
B
<4 Uwszdx:Ed:éEQ, C:%, 0=UIC

7.8. Végtelen hosszi egyenes huzalban 7 erésségli aram folyik. Milyen lesz a magneses tere?
A probléma hengerszimmetrikus, a magneses tér erévonalai gyliriik lesznek a huzal
mint tengely korul:

TI =\ —L
H fﬁwg f[lBiA H_ZHE(; B
F
ﬂ Hm=1 B:“H:%E{? Y

Ha az iménti vezetd terébe egy masik, vele parhuzamos aramjarta huzalt helyeziink,
megegyezd aramirdny esetén vonzo, ellentétes dramirdny esetén taszito erdhatas 1ép fel:

dF = fdV = jx BdAdl

d_F:IBzi 112
a7 2m

7.9. Hatarozzuk meg egy hosszu tekercs (szolenoid) magneses terét! Vezessiink le képletet az
onindukcids egyltthatora!

Kozelitésképpen a tekercset végtelen hosszunak tekintjiik €s foltessziik, hogy a tekercs
belsejében a tér homogén, kiviil pedig elhanyagolhato.
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B
Ly §HB1’S—I]BZ’A B Ild S
LE
H= IEN
‘ 0B
C =1y §;EW§:—J‘0—?B{4
H [ s y
:—uA_N I’ Ui:Nwlz_HANzﬁz—Lﬁ
[ dt [ dt dt

A fogyasztoi eldjelkonvencio szerint a fesziltségesést tekintjik pozitivnak:

v=rtl
dt

Az atommagokat felfoghatjuk, mint paranyi ridmagneseket, amelyeket U, magneses
nyomaték jellemez. Ha ezeket kiils6 B madagneses térbe helyezzik, spinjiktdl fiiggden
killonbozo iranyokba allhatnak be a térhez képest, az ebb6l szarmazo energia U -B. Ha egy
radidfrekvencids foton /v energidja éppen megfelel két allapot energiakiilonbségének, at
tudja  forditani a magot ¢&s elnyelédik. Ezen alapszik a magmagneses
rezonanciaspektroszkopia (Nuclear Magnetic Resonance, NMR), amely az egyik legfontosabb
szerkezetvizsgalo modszer.

7.10. A Varian Gemini 200 MHz-es NMR késziilék szupravezeté magnesének adatai: a térerd
B=4.698 T, az aramerdsség [ = 39.33 A, a tekercs induktivitasa I = 70 H, a tekercs hossza /
=200 mm, a drift (az tizemi frekvencia csokkenése) 2 Hz/h. Mekkora a tekercs menetszama,
atmeroje ¢s formalis ellenallasa?

IN [B 0.2m[4.698T

B=p, > 0o nN=ZL-= = =19011
! Wl yrmo VS * 130,334
2 2 2
L=p, AV g g DT i 0 d—— =0.198m
[ MoV /B 4
HUGGO-O‘—CH L I+1De 0 (B~1, v,
pr=_Ldl __Lpv_ 70 22 oamog
1 dt v, At 3600v ZOOMHZ

0

7.11. Hatarozzuk meg a toroid terét €s onindukciojat!



ff)ﬁﬁlig:jjﬂié H:ig
Yl 2rm
0, ha r<R
H2rm=<IN, ha R <rs<R, B:uEliE(
2rm
0, ha r>R,

Keskeny toroid: R =R, =R

L:ugﬁ

2RTt

7.13. Vezessiik le a toltésmegmaradas torvényét a Maxwell-egyenletekbdl!

Dl'VROZE:O:Dg_i.FD%:Dq_'_aD@ op

= +—
ot 4 ot

7.14. Vezessiik le a Kirchhoff-torvényeket a Maxwell-egyenletekbol:

A csomoponti torvényt a toltésmegmaradasbol kapjuk, hozzatéve, hogy a csomdpontban
toltés nem halmozodhat fel ill. nem fogyatkozhat meg:

ap .

— =0, 0O0G=0, O0dV=|jldda=31 =0

R L L

A huroktorvény teljesiilésének eldfeltétele, hogy az dramkoér ne mozogjon magneses térben

ill. ne legyen jelen valtozo magneses tér:

0B
a_?:()’ OxE =0, {(Dx]_;)mé:fgggg:lzu =0

7.15. Vezessiunk le hullamegyenleteket a Maxwell-egyenletekbdl homogén izotrop kozeget
feltételezve!

GradDiv E = D2E+DXDXE:%
0j 2
DZE—“_Z—H(C;G_ZE:@ C:L
ot ot € Ve
2 di
DE-%D%EQDDW—Z
c” Ot € ot
Masrészrol:

GradDiv B=0’B+0x0xB =0

) B
0?B+udx j—ue 012_:0
1 0°B
)

Z‘2

0°B- =-u0xj

(3]

c



8. Halozatok

33

8.1. Mekkora az eredo ellenallds egy R ellenallasu rudakbol osszedllitott tetraé¢der két csucsa

kozott?
R R
C
= -
R
R
R R R =
A B —— A H 5 HB AB
—1R
L 1
C és D ekvipotencialis

8.2. Mekkora az eredd ecllenallas egy R ellendllasii rudakbol osszeallitott kocka két

szomszédos csucsa kozott?

A feladat lebontogatassal megoldhato, ha talalunk egy megfelelo szimmetriasikot, €s
kihasznaljuk, hogy két-két cstcs ekvipotencidlis. A szimmetriasikra az dramiranyoknak is

szimmetrikusaknak kell lenniiik, ezért S, nem megfelelo, S, viszont igen.

E

M —
D

|

: I —

— C F—tG
B EOD Bo S —
s, FOC F
ED 1 | 2 7
Ao ' ——] H R =2R R,=—R+—-R+-R=—R
®z | ®m ! T2 2 55
R R/2 R ZEL ld 7
R, =RG—2 =R R,=—2R=—R
R/2 R/2 ral 1+ 12
Be I o G

IS N _ IS N
R R — R R,p

B B

R, =R+ RRyp 0 RR,+R,,=R°+RR,, +RR,

R+R,,



2
RjB_RRAB_RZ:O 0 RABzgi RT+R2:R§{+T\/§:1.62R

8.4. Mekkora az abraba bejelolt 7 aram?

LTIV -|I+2V — 20
| | L 1
4v
N
1@ IQ@ NG =
—|I+ — TTZ?
Y LLER —20Q

A feladatot a hurokaramok modszerével fogjuk megoldani, a hurokegyenletekben
fesziltségeséseket 0sszegziink:
I =-1+1QU, +2QU, +1QWl, -1,)=0

2% WHIQML -1) -3V +IQQ, -1,) =0
3 200, +1Q0I, —1,) +2Q, -4V =0

4l -1, =14 “
L2y -L=1Ap D -4l =540 O 31L=334 0 I=1,="4=1064
~1,+51, =44 -1, +51, =44

8.5. A kondenzatoron a ¢ = 0 idopillanatban Q, toltés van, amikor zarjuk az aramkort. Hogyan
valtoznak az egyes mennyiségek az idében?

AP :l—‘ £4+IR=0 WO, 1 h=g
’_’ C dt RCQ
1

_L[ -—t —L Q Q
Q:Q()eRcy U:UOeRC, I:IOQRC’ UOZ_O I():_Ré

8.6. A 1 =0 pillanatban indukcids gerjesztéssel /, aramot hozunk létre a tekercsben, majd
magara hagyjuk a rendszert. Hogyan csokken az aram az 1d6 figgvényében?

L R P
r/m—:i—‘ 1Y vir=0, 1=1c"
d

8.7. Irjuk fel a huroktorvényt az alabbi aramkorre! Ertelmezzik az analogiakat a mechanikai
rezgésekkel!

F@mﬁ\—ﬂ—z— I 0
12y rm=o
L c r it C

2
ﬂ + 5 ﬂ + L =0
dt* L dt LC
Ez egy csillapitott rezgés egyenlete. Az analég mennyiségek:

B R kI

—_— 5 — _—

m L’ mHE
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A csillapitatlan rezgés (R = 0) sajatfrekvencidjat adja meg a Thomson-képlet:

|
NLC

W, =

8.8. Irjuk fel a huroktorvényt az alabbi aramkorre! Ertelmezziik az analogidkat a mechanikai
rezgeésekkel!

TK)TIKX5‘—’}—|:*— . I Q
VU sina + L+ € 4 1R =0
L f\c R [g dt C

Uw, Ug

d{ +£ ﬁﬁ +L U= l\/EUg(.\)cosooz
dt= L dt LC L
Ez egy kényszerrezgés egyenlete, az altalanos megoldas alakja:

I=1,+I,, limI, =0, ha R>0

)

1, meghatarozasa szinuszos esetben torténhet a komplex vagy a vektorabras
modszerrel:
amplitado, fazis —~ vektor vagy komplex szam

I =1,6"0 =] e®e™ =] ™  Rel =1, cos(wr+¢,)
A oa 5 1
=12 « U,=I,Z ¢,=0,+0, 7=

. A 7 . di~ .
0= 2, =X, =il U:L%, U:LGCE(IOeM):imLU

_H_ ZAC:XCZ;: ! Q=CW, I:C%:

Pzt (0,e™)=iocm, U=—_d
dt wC

l
-
I, = lT.[Iz(l)a’t ha I'szinuszos, I, = \/Eueff
0

P= Ueﬂ Eleff [dos ¢,

8.9. Rendeljiink komplex fiiggvényt a halozati fesziiltséghez!

i3141t

U, =220V, v=50Hz, ¢:=0, U=~20220V @™ =311V (& °

8.10. Hatarozzuk meg az aldbbi daramkorben az dramokat és fesziltségeket, valamint a teljes
aramkor €s az egyes kétpdlusok altal fogyasztott teljesitményeket!

R,=1kQ  ©=1000 1/s
R,=2kQ L=1H O X, =ikQ
U,=12V  C=1pF O X, =-ikQ




ZALRI: 1 = ! kQ = 1 kQ:1+ZkQ:L@isz:0.707l|]?im7854kQ

L+ ,\1 1_'_1 l_l 2 \/E
R X, 1 i
ZACR = 1 = 1 kQ = L kQ = 0'5_le = 0.8944 ™7 1.0
i L+ 1 l+i 0~5+l 125

R, X, 2 -

=2, +7., :(1+l+0.5—zij:1.25+1.251+1—2sz=2.25—O.751kQ=3(3—1)sz

‘ : 2 125 2.5 2.5 10

arered .
= i P ’ ’g3kQ =0.9489 @—zmsznkQ

10
. U -
] =—% = 12{{@3217 =12.65 @zm.&wlnA
0.9489 2 **kQ

i =1 212,650 A [0.7071 ™ kQ = 8.945 ™Y

[, =12.650™"mA[0.8944 2 """ kQ =11.31 2 "™

mA =8.9450 "% m4

g A’}L i kQ ig
oo
R U —i0.7854 —i0.7854 .
I, =—%= 131t V13t mA =11.312"°%*m4
X, -1 kQ —i%-»[
e
. U . . U .
I, =—2 =8.9450""" m4 I, =—2 =565507""m4
1 Rl 2 R2
P, =U, O, [Ros¢, =12V 02.65mA [os(-0.3217) = 144mW
P, =U, O, Ecos; =0 P. =Ug O, Ecos%-[ =0
P, =U,, O, [G0s0=8.945V [8.945mA = 80mW
P, =U,., O, @os0=1131V [3.655mA = 64mW

2 2 2

8.11. Egy villanymotor adatai: 220 V, 50 Hz, 1 kW, cos$ = 0.85, motorvédd kapcsoloval €s
fazisjavité kondenzatorral kell ellatnunk. Hogyan méretezziik ezeket?

A motorvédd kapcsold egyfajta biztositekkal egybeépitett kapcsold, amely a
talaramtdl védi a motort, bizonyos hatarok kozott egy aramértékre lehet beallitani. A
fazisjavitd kondenzatort ugy kell a motorhoz csatlakoztatni, hogy az ered6 kétpolus
impedanciajanak fazisa 0 legyen.

fffffffff

M C%U—>§LR j::CG

1

|l

P, kW

= =5.354
U, dos¢ 2201 [0.85

pP,=U,U,Wosd O [, =
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U,, U, [Gos
ZM eff eff ¢ 41.10Q YM: Al :l+L:i—L ¢Y:_¢Z
1, P, TR il R Wl
Im)}M = L :Lﬁkm(—q)) )}.av :i+i(ooC—L)
WL Z,, s R wL
LSl g =S PSS eup
w. Z, Wz, wlW,,

8.12. 7 impedanciaju, ¢ fazisi fogyasztot mukodtetink U/, valtofesziltségen és w
korfrekvencian. Az energiat U, nagyfesziltségt tavvezetéken juttatjuk el a fogyasztohoz egy
realis transzformator kozbeiktatasaval. A tadvvezetek ohmikus ellenalldisa R (ebbe
beleszamitjuk a transzformator vasveszteségét is). Mekkora aramok folynak az egyes
korokben €s mekkora a veszteségi teljesitmény?

Két egymas kozelében levé aramjarta tekercs a magneses téren keresztiil hat
egymasra, €z a kolcsonos indukcio. A fluxusok €s indukalt fesziltségek eldjelei a geometriai
elrendezéstol fiiggnek (pl. a tekercselés iranya). Az ; konstansok neve kélesonos indukceios
egyutthato:

— A 4F— _IN B _ B ®
U, cg l Eg U, H—T, B=pH, ®=BA, U—N%
I é > L

—P F— e-ore,mudda qdiin,

Nl N2

2 U N
|l‘12 :L21 :£E1:£|1/2 L =21
Nl N2 2 N2
R ~ ~ ~
ﬁl% Eﬁz Nz U, =il 1, +iol, 1,
a b Z = Z(cosd +isind)
O =i =m0 f =Y
Nl Nl Z
S > . N, 2 d»i ' , . .. .
U =iwl 1, - 1007 L N o (a negativ elojel a Lenz-torvény kévetkezménye)
1 1

~ 2 ~ .
;= U, +(£J B%:a[] cos¢ _; L, sin¢

T
hasznos meddo

P, =R’ =RAI +1’)



Jol mikodo realis transzformator és tavvezeték:

2
¢ =0, VA M >> R >0, L>>— & N, >N, = U >>U,
N, N,
Idealis transzformator és tavvezeték:

R =0, Ll:oo ] Il:—, —=—, PV:O, PI:P2

Ajanlott irodalom:

Farkas-Sobor: Fizika példatar

BME Vegyészmérnoki Kar, Fizika laboratoriumi jegyzet, I1I. Példak
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9. Gyakorl¢ feladatok

9.1. On a Honfoglalaskori Kalandozasiigyi Hivatal kozbeszerzési eléaddja, fjakat kell
vasarolnia a sereg szamara. A harcosok az ijat legfeljebb 600 N erdvel ¢és legfeljebb 1 m-re
tudjak kifesziteni. K&t ajanlatot kapott, az egyik fajta ij karakterisztikdja:

F=-1200) 13,
m

a masike:
ha x>0, F= —600E(x+0.2m)
m )

x<0, F=0
ahol F az ij altal kifejtett er6, x a kifeszités tavolsaga. Melyiket javasolja rendszeresitésre?

9.2. Egy 25 kg-os gyermeket kell egy 5 kg-os szankén felhliznunk a hegy labanal 1évo A
pontbdl a hegyoldalban 100 m-rel magasabban 1év6 B pontba. Két ut all rendelkezésre, az
egyik 300 m hosszu és nyilegyenes, a masik egy szerpentin, amelynek meredeksége az ut
egynegyedén 5 %-os, felén 10 %-o0s és a maradeék egynegyedén 15 %-o0s. A csuszasi surlodasi
egytitthato 1 = 0,12, a nehézségi gyorsulas g = 9,81 m/s2. Mennyivel n6 a szankds gyermek
helyzeti energidja, mire felériink a B pontba? Mennyi munkat végzink, ha az egyenes utat
valasztjuk? Mennyi munkat végziink a szerpentinen?

9.3. A "Keringd" nevi vidamparki jaték két kormozgas ereddjét Ay
valdsitja meg. Egy nagy, w, szogsebességgel forgé dobon ()
négyuléses gondoldk vannak, amelyek szintén forognak a sajat @ ' @
tengelyik koril w, szogsebességgel. A gondoldk sugara R,,
tengelyiik tavolsadga a dob kozéppontjatdl R,. A ¢ = 0 pillanatban X
ilésink, a P pont, az abran lathato helyzetben van. Irjuk fel a P @

pont helyzetét, sebességét és gyorsulasat az i1d6 fiiggvényében!

Melyik helyzetekben érezzikk a legnagyobb és a legkisebb
gyorsulast?

9.4. Az origoban nyugvo 1 kg tomegll golyonak nekiiitkozik egy masik, szintén 1 kg tomeg,
az x tengely mentén 1 m/s sebességgel haladd golyo. Az iitk6zési normalis az xy sikban
fekszik, iranyszoge -30°, az uitkozes tokeletesen rugalmas és surlddasmentes. Hatdrozzuk meg
az utkozés utani sebességek koordinatait!

9.5. Hatarozzuk meg a szén-dioxid molekulanak ('2C'0,) a tomegkozéppontjara vonatkozo
tehetetlenségi tenzorat:

2 = zmi(gf -r; ofz‘)
A molekulat fektessiik az x tengelyre gy, hogy a szénatom keriiljon az origoba! A kotéshossz
a=116,42 pm, m. = 12,00000 u, m, = 15,99492 u, 1 u = 1,6605655 -10-27 kg.
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9.6. Egy gombkondenzator két koncentrikus, vékony fémlemezbdl készilt gombbol all. A
belsének a sugara R, = 0,5 m, a kiilsé¢ R, = 1 m, a kettd kozott €. = 38 relativ permittivitast
dielektrikum talalhato. A belsé gombon +1 C, a kiilsén -1 C toltést helyeztiink el. {rjuk fel az
elektromos térerOsséget, hatarozzuk meg a két gomb kozotti fesziltséget és a
gombkondenzator kapacitasat! €, = 8,85418782-10-12 F/m.

9.7. Mit mutat az ampermérd?
2V 3V

J 1Q
a1 ||Jr
Ll |
1Q 2Q 3Q 2Q
3 10 2V,
X/ |

9.8. Hatarozzuk meg az egyes aramkori elemeken mérhetd aramok és feszultségek effektiv
értékét és fazisat!

{-» | 0000 w=1000 1/s
Ug= 10V
:R L= 1H
R C= 1yF
— R= 1kQ
9.9. Az abran lathato merev test a ¢ tengely mentén van [t

csapagyazva. Az s spipalrugd az egyensulyi helyzettdl szamitott ¢
elfordulas esetén A, =-ad forgatonyomatékot fejt ki. A test
tehetetlenségi nyomatéka a ¢ tengelyre ©. Tegytuk fel, hogy a
csapagysurlodas €s a kozegellenallds a szogsebességgel aranyos: O
M, = -bw. b I
a) Irjuk fel a mozgas differencialegyenletét! [
b) Szamitsuk ki a torzids inga periddusidejét, ha ¢ = 6,32 -10-* Nm,
©=1,60-10°5Nm2és b = 0.

O

9.10.

a) Dontsiik, el, hogy az I er6térhez rendelhet6-e olyan @ —ax

potencial, hogy /= -[l@legyen! Adjuk meg a potencialt! ( s 2, )§
, , bl - X +yp +z7)?

b) Mekkora munkat végez az erdtér, mig egy testet az x ’

tengely mentén az x; = 10 m pontbol az x, = 1 m pontba p —ay

mozgat? a = 1 Nm?. (Yz T g )2

| w

3

(x2 +y2 +22)»
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9.11. Egy koaxialis kabel belsé ere 0,5 mm atmérdji huzalbol készilt, az arnyékolas 3 mm
atmérdjl, a kettd kozott €, = 2 relativ permittivitdsi milanyag szigeteld talalhato. Szamitsuk ki
egy 1 m hosszu kabeldarab kapacitasat! €, = 8,8542-10-12 As/Vm.

9.12. Adjuk meg a halézatban szereplé aramokat és fesziltségeket komplex alakban!

—[Om\—

| T+

9.13. Adott az [ er6tér. Dontsiik el, hogy megadhato-e hozza potencial,
¢s ha igen, akkor szamitsuk is ki!

9.14. Egy surlédasmentes, nagy kiterjedésti sik lejté a vizszintessel O
szoget zar be. A lejtdn a vizszinteshez képest 45°-0s szogben v, =
10 m/s kezddsebességgel elinditunk egy testet a lejtd aljardl. A lejtd
aljatdl szamitva mekkora lesz a legnagyobb « tavolsaga €s az inditas /
helyétél mekkora r tavolsagra fog visszatérni a lejtdé aljara, ha g =

9,81 m/s?,
a)a =15°
b) a =30°
c) a =60°
d) a =90°

9.15. Egy 3 m2 m-es biliardasztalon a fekete golyoval a fehér
golyot a B lyukba szeretnénk belokni. A két golyot 6sszekotd e
egyenes parhuzamos a 3 m-es oldalakkal és 1,2 m-re van a CD
¢ltél. A két golyd tomege egyforma, mindketté 350 g
Hanyagoljuk el a surlodast, a golyok forgasat ¢és kiterjedését,
tekintsiik az utkozeéseket tokéletesen rugalmasnak! Milyen szoget
zarjon be az utkozési normalis az e egyenessel? Hol titkozik
el6szor az asztal szélének a fekete golyd?
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9.16. Egy 7,62 mm kaliberli géppisztolybol 7,9 g tomegli 6lomgolyot

16nek ki. A ldszerben az elsiités utan 1 g 4300 K hémérsékletii gaz

képzodik, amelynek atlagos relativ molekulatomege 26,9 , Poisson- —
egylitthatoja K = 1,2 | kezdeti térfogata 1 cm3. A fegyver csovének teljes

bels6 térfogata 30 cm3. Az elsités folyamata nagyon gyors, ezért a gaz

kiterjedését adiabatikusnak vehetjiik (1. a képletet). Tekintsik a gazt
tokeletesnek, R = 8,314 J/molK. A kiilsé 1égnyomas 1013 hPa. Mekkora

lesz a golyo sebessége a fegyver torkolatanal?

9.17. Adjuk meg az abra szerinti kvadrupolus terét az 4 és B pontokban! Igazoljuk, hogy ha
r>>d, akkor a B pontban £ ~ r-4!

9.18. Mit mutat az ampermerd?

1+ —

9.19. Mekkora az aramkorben az egyes aramok ill. fesziltségek effektiv értéke és fazisa?
Mekkora teljesitmény disszipalddik az egyes elemeken?
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9.20. Egy fantasztikus regényben atfurjak a Foldet két atellenes pontja
kozott, az alagutbol kiszivattytizzak a levegét, €s igy kozlekednek benne
a zart utasszallitd jarmiivek. Milyen mozgast végez egy ilyen jarmi, ha
nincs 6nadllo meghajtasa? Mennyi id6 alatt teszi meg az utat a Fold két
atellenes pontja kozott?

Utmutatds: A gravitaciora is érvényes a Gauss-tétel. A Foldet tekintsiik
tokéletes gombnek, a siirliségét vegyuk egyenletesnek, 7, = 6368 km, m; -
=5,9763-10%* kg, y = 6,6720-10-11 NmZ2kg2. A surlddast hanyagoljuk el,
¢s feltehetjiik, hogy az alagut fala felveszi a Coriolis-erét.

9.21. On az Arpadkori Talalmanyi Hivatal eléadoja. Elbiralasra kap «—

egy talalmanyt, amely a kovetkezéképpen szol: (9\
"A hagyomanyos kiilhoni gyartmanyu ijak {6 hianyossaga, hogy /' =
-1000 Nm-! x valtozo erdt fejtenek ki, igy az F,,, = 500 N erejii

harcosok csak 0.5 m-re tudjak kifesziteni, az ellovéskor pedig az ideg
egyre csokkend erdvel 1oki a 100 g tomegl nyilvesszot. A jelen
talalmany targyat képezé fegyver a mellékelt elrendezés szerint
allandé 500 N erdt fejt ki a nyilvesszore, €s 1 m hosszon is ki lehet
fesziteni, igy sokkal messzebbre lehet vele 16ni."

Mi az On szakvéleménye? (A zsineg tomege és a surlodas
elhanygolhato, g = 10 m/s?).

9.22. Mennyi az ismeretlen telep £ elektromotoros ereje, ha az ampermérd +2 mA-t mutat?

J

9.23. Mit mutat a megadott tizemi koriilmények kozott az ampermérd? A generdtor a multkor
meghibasodott, egy ideig egyenfesziiltséget (w = 0), azutdn meg igen nagy frekvencidju
fesziiltséget (w = o) szolgaltatott. Mit mutatott ekkor az ampermérd?

~-O—F




1. Hazidolgozat feladat

A Fold az elhanyagolhato vastagsagu szilard kérget leszamitva foly¢kony anyagbdl all. Az
egyszeriség kedvéért tételezziik fel, hogy ez 6sszenyomhatatlan és homogén, mas széval tekintsiik a
slirliségét allandonak. Kozelitsik tovabba bolygdnk alakjat szabalyos gombnek! Hogyan valtozik a
p nyomas az r sugar mentén? Mekkora lesz a nyomas a Fold kozéppontjaban? A Fold sugara r =
6368 km, tomege my; = 5.9763-10%* kg, a gravitacios allandéo y = 6.6720-10-'! Nm’kg?, a
tengerszintre atszamitott légnyomas p, = 1.013 -10° Pa.

Utmutatas: a graviticiora is érvényes a Gauss-tétel (vo. a 9.20. feladattal).

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- a p(r) fuggvény paraméteres ¢s numerikus alakban
- a kérdezett nyomas paraméterekkel kifejezve illetve szdmszerlien
- a p(r) grafikon milliméterpapiron (nem elég az elvi vazlat).



2. Hazidolgozat feladat

A 9.20. feladatban szerepld alagltba a fantasztikus regény egyik folytatasaban beszokik a
levego. A "vonat" megreked a Fold kozéppontjaban, onnan kell az utasokat kimenteni. A termosztat
szerencsére mikodik, a hdmérséklet mindeniitt 27°C. Hogyan valtozik a 1égnyomas az alagutban?
Mekkora lesz a légnyomas a Fold koézéppontjaban? A Foldet tekintsiik tokéletes gombnek, a
slirliségét vegyuk egyenletesnek, hasonloképpen a levegd Osszetételét is tekintsik allandonak. A
Fold sugara rp = 6368 km, tomege my; = 5.9763 -10%* kg, a gravitacios allandd y = 6.6720-10-11
Nm?2kg2, a tengerszintre atszamitott légnyomas p, = 1.013 -10° Pa, a levegd atlagos molekulatomege
M= 28964 g/mol, a gazallandd R = 8.31441 J/molK.

Utmutatas: Ha a barometrikus formula levezetésekor alkalmazott gondolatmenetet kovetjiik,
¢s az altalanos gaztorvényt hasznaljuk, akkor irredlisan nagy nyomasok jonnek ki. Ennek az az oka,
hogy a tokéletes gaz modellje elhanyagolja a molekulak sajat térfogatat, kovetkezésképpen a
tokéletes gaz minden hataron til komprimalhaté. A valésag ezzel szemben az, hogy még a
permanens gazokat is csak addig lehet 6sszenyomni, ameddig a molekuldk 6ssze nem érnek, ezutan
a gaz a folyadékokhoz hasonloan 6sszenyomhatatlannd valik. A folyékony levegd slriisége p =
800 kg/m?, szdmitsuk ki az ehhez a slirliséghez tartozo p, nyomdast a gaztorvénybdl. Ez alatt a
nyomas alatt kozelitsiik a levegot tokéletes gazként, efolott pedig 6sszenyomhatatlan folyadékként.

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- a p;, hatarnyomas és a hozza tartozo r,, sugar
- a p(r) fuggvények az r, hatarsugar folott és alatt
- a nyomas a Fold kézéppontjaban



3. Hazidolgozat feladat

A 2.2 feladat eredményét felhasznalva és az ott szerepld feltételeket figyelembevéve
szamitsuk ki a foldi 1égkor ossztomegét! A sziikséges adatok: a Fold sugara r;, = 6368 km, tomege
my = 5.9763-1024 kg, a gravitacios allandé y = 6.6720-10-!1 Nm2kg?, a tengerszintre atszamitott
légnyomas p, = 1.013-10° Pa, a levegd atlagos molekulatomege A = 28.964 g/mol, a gazallando R
= 8.31441 J/molK, a levegd homérsékletét mindeniitt vegytik 7= 300 K-nek.

Utmutatas: A térfogati integralt analitikusan nem lenne kénnyi kiértékelni, inkabb irjunk
szamitogépes programot az integral kiszamitasara (tetszoleges programnyelv valaszthato).

Javasoljuk a Simpson-formula hasznalatat:
X +20x

J £ = () 4.1y +25)+ £, +280)

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- a légkor 6ssztomege
- forraslista
- a végrehajthato program floppy-n



4. Hazidolgozat feladat

Ay A Tiffany ékszeruzlet egyik, 4 m széles €s
1.5 m magas kirakatat 14 karatos, 250 g/m
tomegl aranylanccal akarjak disziteni az abra
szerint. Adjuk meg a gorbék egyenleteit!
Mekkora és milyen iranyu eré fogja terhelni
a felfuggesztési pontokat? Milyen hosszu
lancra lesz sziiks€¢g? Mennyibe fog keriilni? g
=9.81 m/s?, a lanc ara 20.83 $/g.

L\ 2

Utmutatas: Hasznaljuk fel a 2.3. feladat eredményét. A nemlinearis egyenletek megoldasara
alkalmazhatjuk pl. a regula falsi algoritmust:
- keresstink az f{x) = 0 egyenlethez két olyan x,, x, értéket, hogy kozottik f(x) elojelet valtson
- szamitsuk ki az x; = (x; + x,)/2 kozbenso érteket
- vizsgaljuk meg, hogy f(x) x, és x; vagy x, és x, kozott valt elojelet
- ismételjuk az utolso két 1épést a kivant pontossag eléréséig

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- abra milliméterpapiron
- a kérdezett adatok szamszeriien



5. Hazidolgozat feladat

Beadando:

A bergengoc fécsatorna fel ellipszis keresztmetszeti, a tengelyek a = 8 m,
b =3 m. A tavaszi aradaskor a csatorna rendszerint sziniiltig megtelik, a
zsilipkapukat erre az esetre méretezték. A kapuk a csatona teljes
keresztmetszetét elzard siklapok. Mekkora eronek kell a zsilipeknek
ellenallniuk, és hova kellett a f6 megtamasztast elhelyezni? A viz siirlisége
p =1000 kg/m3, g =9.81 m/s2.

Utmutatds: Kihasznalva, hogy itt sik feliletrdl és parhuzamos
erérendszerrdl van szo, a kiterjedt feliileten haté er6t ill. tamadaspontjat az

[rpaa
F=£pdA, £T=AjpdA
A

képletek definialjak. Az integralok kikereshetok az integraltablazatbdl, de
legytink dvatosak, mert sajtohiba el6fordulhat.

- kézzel irt részletes levezetés
- a kérdezett adatok paraméteresen €s szdmszerlien



6. Hazidolgozat feladat

?

Beadando:

Kicsi, sulytalan és surlodasmentes csigan atvetve . = 10 m hosszi kotél
l6g az abra szerinti helyzetben, magasan a talaj folott. Egy kis fuvallat
kibillenti az egyensulyi helyzetb6l. Mennyi 1d6 alatt esik le a csigarol?
(g=9.81 m/s?)

Utmutatas: A probléma

y'=f(y)
alakt hianyos masodrendli differencialegyenletet eredményez, amelyet
dy _ d’y _dp
dx ’ dx* dy

Uj ismeretlen bevezetésével szétvalaszthato valtozojura lehet visszavezetni.
Az integralas utan kapott fliggvényt elég az iddre explicit alakban
megadni.

- kézzel irt részletes levezetés
- a kérdezett adatok paraméteresen €s szamszertien



7. Hazidolgozat feladat

Egy rakéta tomege m, = 1000 kg, tartalyaiban m, tomegli izemanyag van, amely kémiai
reakcid utan v, = 1000 m/s sebességgel hagyja el a rakéta fuvokajat (a rakétadhoz képest). Allitsunk
fel osszefuiggést a rakéta elért sebessége ¢s az elhasznalt izemanyag tomege kozott arra az esetre,
amikor a rakéta nyugalmi helyzetb6l indul! Mennyi tizemanyagra lenne sziikség az elsé kozmikus
sebesség (a Fold korili palyara allitashoz szikséges minimalis sebesség, 8 km/s) elérésc¢hez?
Technikailag redlis az eredmény? Tervezziink egy haromfokozata rakétat (természetesen csak nagy
vonalakban) 1 t hasznos teher Fold korili palyara allitasara, tegylink ésszerii feltevéseket a tartalyok
¢s az lizemanyag tomegaranyara. Néhany alapadat: az tizemanyag striisége 800 kg/m3 (pl. O, +
H,N-NH,), a rakéta szerkezeti anyaganak surlisége 3000 kg/m3 (pl. Ti-Al otvozet), szilardsagat
vehetjiik a legjobb acélokkal egyenértékiinek.

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- az m, tomeg képletben és szamszerlien
- a tervezett rakéta vazlatos rajza ¢s szdmszer(i adatai



8. Hazidolgozat feladat

A A MOL Rt N.-i telephelyén egy 4 = 10.0 m magassagl, 4 = 2.00 m?
keresztmetszet, felul levegdztetett hengeres tartalyban p = 800 kg/m?

o striiségli szuperbenzint taroltak, a tartdly eredetileg sziniiltig tele volt.
Lelkiismeretlen tolvajok a tartaly aljan egy 4, = 5.00 cm? keresztmetszeti
lyukat fartak €s egy kis kifolyocsovet illesztettek hozza, amelyen a benzin
strlodasmentesen tudott kifolyni. Teletoltottek az autojukat, majd kereket
oldottak. Mennyi id6 alatt folyt el a benzin (g = 9.81 m/s2)?

A,

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- a kérdezett adatok paraméteresen €s szdmszerlien
- a folyadékszint abrazolva az id6 fuggvényében, milliméterpapiron (nem elég az elvi vazlat)



9. Hazidolgozat feladat

A

Az N.-i robbanoanyaggyarban az abran lathato felil levegdztetett
hengeres tartalyban glicerint tarolnak, a tartdly magassaga H = 10.0 m,
keresztmetszete 4 = 2.00 m2. A tartaly aljan egy d = 100 mm névleges
atmérdyt, a = 0.00932 atfolyasi tényezdji szelep talalhatd, a gyari
adatok szerint a szelep nyomasvesztesége
_vn

ad’
ahol v az ataramlo folyadék atlagsebessége €s n a viszkozitasa. A
glicerin slirisége p = 1261 kg/m? | viszkozitdsa n = 1.490 kg/ms, a
nehézségi gyorsulas g =9.81 m/s?>. Mennyi 1d6 alatt lehet kiuriteni a
tele tartalyt (pontosabban a kezdeti mennyiség mondjuk 99 %-at
kiereszteni)?

Py

Utmutatas: A kifolyési sebességet a veszteséges Bernoulli-egyenletbé] hatarozhatjuk meg:

%Vf +p, +pgh, =gv22 +p, +pgh, +p,

ahol a nyomadsveszteség gyakorlatilag a szelep nyomadsveszteségével egyenld. A sebesség
ismeretében mar fel tudjuk irni a megoldas differencidlegyenletét, amely a valtozok
szétvalasztasaval integralhato (hasznos segitség egy integraltablazat). A kapott fuggvényt elég az
1dore explicit alakban megadni.

Beadando:

- kézzel irt részletes levezetés
- a kérdezett adatok paraméteresen €s szaimszerlien
- a folyadékszint dbrdzolva az 1d6 fuggvényeben, milliméterpapiron



10. Hazidolgozat feladat

Vizsgaljuk egy merev test szabad forgasat, az altalanos
M. =mr.xa.+0, EE+@X(C;>C )
egyenlet az M. = 0, r.s = 0 helyettesitéssel a
B=-0; fux(e, w))

alakra egyszertisodik. A tehetetlenségi tenzor legyen diagonalis alakban adott, ekkor inverze
egyszeriien szamithato:

©, 0 0 /0, 0 0
— -1 _
o.=[0 o, 0 o'=l o /e, o
0 0 O, 0 0 1/0,

Ezzel a mozgasegyenlet komponensekben kiirva:

o, -0,
B, =w,w, E'@i

By =W, W, G(aze_iex

J

0,-0,
BZ = wxw)/
@Z
Legyen ©, = 3 kgm?, ©, =2 kgm?, ©, = 1 kgm?, «(0) = 100 s-1. frjunk szamitogépes programot a
mozgas modellezésére (tetszOleges progamnyelv valaszthatd). Végezziink hat modellszamitast,
inditsuk az w vektort rendre az x, y, z iranyokbdl, illetve kicsivel ezek mell6l, és abrazoljuk a
szogsebesség komponenseit az 1do fiiggvényében!

Utmutatas: A differencialegyenlet-rendszer megoldasara hasznalhatjuk a legegyszertibb gépi
algoritmust, az Euler-mddszert:
@(Zl) - E(t1) - AQ:EAZ - L =1 +Ar, @([2) :Q(Zl)"'A@ = e

Beadando:
- forraslista
- a program altal rajzolt abrak
- rovid szoveges ertekelés (3-10 sor)
- a végrehajthato program floppy-n



11. Hazidolgozat feladat

Az ¢€gi mechanika targya pontszerlinek tekintheté nagytomegii testek surlédasmentes
mozgasa egymas gravitacios terében. Az egytest- (tdmegpont mozgasa centralis er6térben) és
kéttest-probléma még analitikusan megoldhato, a harom- €s tobbtest-probléma mar bizonyitottan
nem. Szamitégépesen viszont egyszeriien modellezhetd a rendszer. Trjunk szamitogépes programot
(tetsz6leges programnyelv valaszthato) harom tomegpont egy kozos sikban zajlé mozgasanak
modellezésére. Az adatokat és a kezdeti feltételeket ugy valasszuk meg, hogy a tomegek legyenek
azonos nagysagrendiiek, de killonbozoek, a kezdeti helykoordinatak legyenek kiilonbozéek é€s ne
essenek egy egyenesre, a kezddsebességek pedig legyenek eltérd iranytiak €s nagysaguak.

Utmutatas: A Newton-féle egyenletek a kovetkezéek:
mm, r.-r,

Fij=V

2 i

(fi_fj

A differencidlegyenlet-rendszer megoldasara hasznalhatjuk a legegyszerlibb gépi algoritmust, az
Euler-modszert:
(), o1, () - F () - a(4) - Dy, =at, Ar, =y, At -

L, =6 +Ar, v, (,) =y, (1) +Ay,, r,(t;) =r, () +Ar, -

Beadando:
- forraslista
- a program altal rajzolt abrak
- a végrehajthato program floppy-n



12. Hazidolgozat feladat

A Nyudijas Olasz Fizikusok Egyesiilete hajokirandulast szervezett az Adriai-tengeren. A
résztvevok éppen az Italidban oly népszerti golydjatékkal mulattdk az 1dét, amikor egyikiik
véletleniil beleejtette kedvenc vasgolyojat a tengerbe. Valaki folvetette, hogy szamitsak ki a golyo
mozgasat a tenger fenekéig, azonban rogton pardzs vita bontakozott ki. Az egyik part szerint a
vizben v sebességgel sullyedd r sugarii golydra a Stokes-féle kozegellenallasi torvényt kell
alkalmazni, mert a viszonyok jo kozelitéssel laminarisak:

F=6mrv

(7 a kozegellenallasi er6, n a viz viszkozitasa). A masik part szerint viszont a viszonyok
turbulensek ¢és a Newton-féle kozegellenallasi torvénnyel kell szamolni:

F=kAp/

(k a gomb alaki tényezdje, 4 = r2Tt a keresztmetszete, p a viz siirlisége). Kovessiik a példajukat!
Szamitsuk ki a golyd mozgasat a felszin felett #; = 3 m magasan 1év6 fedélzettdl a 1, = 200 m mély
tengerfenékig mind a két modon, és dontsiik el, melyik partnak volt igaza! (Mindkét modell
korrektiil megoldhato, a dontést a fizikai érzékiink alapjan kell meghoznunk!) Az adatok: » = 3 cm,
Pre = 7800 kg/m3, gobmbre k£ = 0.5, a tengerviz slirlisége p, = 1060 kg/m3, viszkozitasa n =
1.002-10-3 kg/ms.

Utmutatas: A levegdben a vasgolyé mozgasat szabadesésnek tekinthetjiik. A vizben torténd
stllyedés mindkét modell alapjan szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletre vezet.

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- a golyo sebessége abrazolva az 1d6 fuggvényében mindkét modell szerint, k6zo6s grafikonon,
milliméterpapiron (nem elég az elvi vazlat)



13. Hazidolgozat feladat

On, mint a Haditengerészet tiizértisztje, azt a feladatot kapja, hogy az On hajojatol
(pozicidja ¢szaki szélesség 35°21', keleti hosszusag 2°12") pontosan 50 km-re északra elhelyezkedd
ellenséges cirkalot kilgje. A hajoagyubol d = 340 mm atmérdji, m = 91 kg tomegl 16vedek 16hetd
ki v, = 1500 m/s kezdosebességgel. A szikséges adatok: a lovedék elsdrendu alaki tényezdje &, =
1.95, masodrendt alaki tényezdje k, = 0.64, a levegd siirlisége p = 1.20 kg/m?, viszkozitdsa n =
1.83 105 kg/ms, a nehézségi gyorsulas g = 9.81 m/s2. Irjunk szamitégépes programot (tetszéleges
programnyelv valaszthato) a l6vedék mozgasanak modellezésére! Hatdrozzuk meg a 16elemeket (az
agyucsd iranyat megado szogeket)! Adjuk meg az utmutatasban részletezett egyes effektusok
nagysagrendjét, vagyis azt, hogy hany m talalati hibat okozna a figyelmen kiviil hagyasuk!

Utmutatas: Ha elébb akarjuk eltalalni az ellenséges hajot, mint ahogy az siillyesztene el

minket, akkor néhany effektust figyelembe kell venniink a szamitas soran:
- A Fold felszine nem sik, hanem gémb (a Fold sugara r, = 6368 km)
- A Foldhoz rogzitett koordinatarendszer nem inerciarendszer, mert a Fold forog. Ha a mozgast egy
ilyen rendszerben kivanjuk leirni, un. tehetetlenségi eroket kell figyelembe venniink a vizsgalt testre
haté erdk kozott, az egyik az F, centrifugalis erd, a masik az /. Coriolis-erd. Mivel ezek a
tomeggel aranyosak, gyorsulasként is figyelembe vehetok. A f6ldi rendszerben a centrifugalis
gyorsulast a g nehézségi gyorsulds tapasztalati értéke mar tartalmazza.

F.,=mwr

Fo="2mwxy
Itt w a forgo rendszernek egy inerciarendszerhez képest mérhetd szogsebessége, r a test

helyvektora, v a sebessége a forgo rendszerben, m a tomege.
- A kozegellenallas jo kozelitéssel az alabbi képlettel irhato le a forgastest alaki 16vedék esetén:

F, =‘—l’tﬁkl Breny + k, dl%‘w]
v

Itt v a test sebessége a kozeghez képest, p a kozeg strlisége, N a viszkozitdsa, k, és k, alaki
tényezok. Az elsd tag a kozegellenallas lamindris, a masodik a turbulens része.
- A mozgasegyenlet megoldasara hasznalhatjuk a legegyszerlibb gépi algoritmust, az Euler-
modszert:

r(t), w(4) - E@) - a(t) - Ay=dbt, Ar=yAr -

L, =t +0, v(t,)=v(t) + Dy, r(,)=r(t)+Ar - ...

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- elvi abra
- forraslista
- a kérdezett adatok
- a végrehajthato program floppy-n



14. Hazidolgozat feladat

Egy merev linearis molekula lehetséges forgasi energiai a kvantummechanika szerint:

lreEYEGJ+1) J=0,1,2, ... AJ = +1

rot g T[2

ahol 2 = 6.626176-1034Js a Planck-dland6, © a molekula tehetetlenségi nyomatéka a
tomegkozéppontjan atmend ¢s a kotésegyenesre merdleges tengelyre vonatkoztatva, .J pedig a
forgasi kvantumszam. A kivalasztasi szabalyok szerint atmenet csak a szomszédos nivok kozott
lehetséges €s elsdsorban azok a forgasok gerjeszthetdk, ahol egy dipolus forog.

Szamitsuk ki a piridin tehetetlenségi tenzorat! Bar az un.
aszimmetrikus porgettylikre (ahol a harom fbtehetelenségi nyomaték
kiilonbozik) a fenti képlet nem érvényes, els6 kozelitésként induljunk ki
ebbdl és josoljuk meg a piridin forgasi spektrumat! A mell¢kelt abran a
kotéshosszak pm-ben, a kotésszogek °-ban vannak megadva.

120.4

1208 | 1235

\117.3

H N 134.7 H

Utmutatas: Alkalmazzuk a 6.5. feladatban vazolt modszert. Ha a koordinatatengelyeket a
molekula szimmetriaclemeihez illeszkedve vesszilk fel, bizhatunk abban, hogy a tehetetlenségi
tenzor kozvetlentl diagondlisnak adodik. A forgasi energia képletébe az egyes fotehetetlenségi
nyomatékokat helyettesitsiik be.

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- a spektrumvonalak frekvenciaja altalanos képletben €s az elsé harom-harom szamszertien



15. Hazidolgozat feladat

Az abran lathaté aramkor tizemi frekvencidja v = 1000 Hz, a generatorok azonos fazisban
vannak. Adjuk meg az egyes dgakban folyo dramokat és az egyes kapcsolasi pontok kozott fellépod
feszultségeket nagysag és fazis szerint!

R, =1kQ L,=05H U,=8V

1H

=
|

R,=25kQ | [R,=4kQ

L) E— |
A — !

U =10V R,=2%kQ C,=1.5F

—

Utmutatas: Alkalmazzuk az egyenaramu haldzatokra Z
megismert megoldasi technikdk valamelyikét a komplex
szamitasi modszerrel kombinalva. A generatorok azonos fazisa an
azt jelenti, hogy a hurokegyenletekben azonos koriiljarasi irany g
mellett az elektromotoros erdket azonos elgjellel kell
figyelembe venni. A probléma komplex egytitthatos linearis U w
egyenletrendszerre vezet. Ez utobbi megoldasara irhatunk
szamitogépes programot is.

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- a kérdezett adatok szamszertien
- forraslista €s a végrehajthato program floppy-n (ha van)



16. Hazidolgozat feladat

Pechvogel Jend kisiparos az abra szerinti helyzetben Ay
allt a létrajan, amikor az megcsuszott. Szamitsuk ki, milyen
szogben allt a 1étra a megcsuszas pillanatdban €s mekkora
sebességgel utdédott a foldnek a balszerencsés vallalkozo! A
l1étra hossza / = 3 m, tomege elhanyagolhatd, Pechvogel ur
tomege m = 70kg, a szamitds soran egyszerlsitésképpen
vegyuk pontszerlinek és a létran a P pontban rogzitettnek,
helyzete a 1étra also végétdl /, = 2 m, a surlodasi egyutthatok a
1étra és a padlo ill. a 1étra €s a fal kozott g, = 0.20 és p, = 0.25.

V=

Utmutatas: Ez az egyszertinek tiind kényszerprobléma olyan bonyolult differencialegyenletre
vezet, amelynek megoldasa analitikusan reménytelen. Ezzel szemben numerikus modszerrel,
szamitogépes modellezéssel kezelheto.

- Vegyuk fel az eréket x ¢és y iranyu komponensekben, vegyik figyelembe, hogy csuszasi
surlodasnal Fy = pUF,, irjuk fel Newton II. torvényet (7= ma) az x ¢s y komponensekre, valamint a
forgatdnyomatékot a P(x,y) pontra (Mp). Kozelitéstiink értelmében a P-re vonatkozo tehetetlenségi
nyomatek nulla, ezért végig a mozgas folyaman M, = 0 lesz.
- a = 0 helyettesitéssel kapjuk a megcsuszasi hataresetet, az egyenletrendszerbol rga kifejezhetd.
- Valamennyi geometriai paraméter, sebesség és gyorsulas kifejezhetd az egyik koordinata,
mondjuk y segitségével. Az egyenletekbdl kikiiszobolve a kényszererdket egy

y=fy)
alaku differencialegyenletre jutunk, amelynek Runge-Kutta-tipusu megoldasi algoritmusa:

W+ 00) = K0+ HO D+ 2 +hy + ) Be, 5+ 00 = 50+ (K 42k, +2k, +K,)
K = (000, 50) k= (050 5 g0+ a

ky = f(y(z) ¥ y(z)% +ik1Az,y'(z> +%k2 j D, k, = f(y(t) +i(0) +%k2Az,y<z) +k, j A

- Tetszoleges programnyelvet lehet valasztani.

Beadando:
- kézzel irt részletes levezetés
- forraslista
- a kérdezett adatok
- a végrehajthato program floppy-n



